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详 侠 地 解说 了 《 九 章 算 术 》 中 的 计算 方法 。 
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@ 发 现 于 阿拉 伯 的 中 世纪 《几何 原本 》 拉 丁 语 版 的 一 页 。 通 
常 被 认为 是 巴 斯 的 阿 德 拉 德 所 写 的 ， 也 可 能 是 更 早 的 版 本 。 
这 里 的 命题 是 仅 借 助 于 图 形 给 出 的 ,这 一 版 本 的 第 一 卷 中 含 
有 关于 证 明 的 注释 。 中 世纪 ， 大 们 对 几何 的 学 习 仅 局 限于 
《几何 原本 》 中 最 简单 的 部 分 。 
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Tay infques icy dedui&, &defcrit par forme d exemple,te moyen: 
& merhode delcrire en lettres Latines & communes, les:nombres 
& lamodenumerale des Anciens: à fin que d'iceuxles ignorants en 
cuffencplus facile intelligence. Et quant cc; quen la futcrice defert- 
jion & appofician desfigures dalgarithme,{aurois en queque en- 
iets laie l'ordre& reigle de la vraye fupputation & forme deco- 
ptence na cfté par crreur,ny aufsi par faulte ou omifsion. Mais par 
' bonñc & raifonnable caule fay aduifé afi le faire: mefmement à 
finque par trop grand progrefsion & prolixité nc donnaffe ennuy à 
 moy,ny aux le&eursqui cn la figure fubfequente;bricfuement cy 2- 
pres tranfcrito verrontautges moyens & ordres numeraux, par fef- 
quels les anciens manifeftoient leurs grandshombres. 


@ 16 世 纪 的 教科 书 。 该 教科 书 的 编者 认 
为 应 有 必要 提醒 读者 注意 罗马 数字 和 阿 
拉 伯 数字 之 间 的 关系 。 实 际 圭 至今 在 某 


种 场合 我 们 仍 在 使 用 罗马 数字 。 
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@ 法 国 16 世 纪 的 图 画 。 画 中 展示 了 一 位 
航海 家 正在 “瞄准 星星 ”以 确定 他 的 纬度 。 
这 一 时 期 的 经 缂 仪 可 以 同时 测定 垂直 和 水 
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数学 恐怕 是 我 们 花 力 气 最 多 而 收效 黄 少 的 一 门 学 
科 。 原 因 多 种 多 样 ， 主 要 是 大 多 数 人 实在 提 不 起 兴趣 ， 
尽管 他 们 都 觉得 数学 很 重要 。 这 样 硬 着 头皮 学 肯定 是 事 
倍 功 半 , 可 是 你 要 是 主动 地 、 津津 有 味 地 学 也 许 就 会 事 
半 功 倍 。 RE, 培养 对 数学 的 兴趣 有 一 条 捷径 ， 那 就 是 
学 点 数学 的 历史 。 数 学 史 的 书 虽然 多 ， 大 部 分 过 于 专 
门 , 不 适合 一 般 公众 及 青少年 读者 , 而 曼 凯 维 奇 这 本 小 
书 《 数 学 的 故事 》 却 可 以 十 分 少 的 篇 幅 达 到 这 个 目的 。 

数学 是 一 个 庞大 的 领域 。 在 数学 王国 中 旅游 , 数学 
史 是 一 个 最 好 的 导游 .中 小 学 的 数学 课程 表 充 其 量 只 是 
300 年 前 的 数学 ， 而 从 微 积 分 开始 的 近代 数学 对 大 多 数 
人 来 说 就 不 其 了 了 了 。《 数 学 的 故事 》 前 面 10 章 ， 讲 的 
是 古代 数学 的 来 龙 去 脉 ， 而 后 面 14 章 则 生动 地 叙述 这 
_ 300 年 的 “高 等 数学 ”。 分配 大 致 是 很 均匀 的 ; 5 章 讲 18 
世纪 ，5 章 讲 19 世纪 ,尤其 难能可贵 的 是 最 后 4 章 涉及 
20 世纪 的 数学 , 而 这 在 一 般 书 中 基本 上 不 会 谈 到 。 当然 
20 世 纪 的 数学 博大 精深 , 可 是 《数学 的 故事 》 讲 的 内 容 
并 不 那么 令 人 生 四 ,战争 对 策 、 通 信和 与 计算 机 、 混 沌 用 
至 现代 艺术 ， 这 些 不 都 是 你 身边 的 东西 吗 ? 它 并 不 可 
怕 ， 相 反 ， 十 分 有 趣 。 
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回 到 数学 ， 数学 发 展 的 线索 不 妨 从 它 的 对 象 来 看 ， 
数学 的 原始 对 象 是 数 和 形 。 古 代数 学 都 是 围绕 着 这 两 个 
主题 来 发 展 数 学 的 ,古代 各 个 民族 经 历 了 极为 漫长 的 道 
路 才 达 到 现在 的 记 数 和 计算 的 方法 。 在 这 方面 , 中 国 在 
世界 是 肌 遥 领先 的 。 中 国 发 展 一 套 算法 和 数学 十 分 先 
进 ， 也 非常 实用 。 这 就 形成 了 算术 和 代数 。 希腊 数学 发 
展 有 些 不 同 , 他 们 发 展 了 几何 和 数论 , 把 数学 变 成 了 一 ， 
门 演绎 的 科学 、 证 明 的 科学 。 到 了 17 世纪 ， 解 析 儿 何 
把 数 和 形 的 问题 联系 起 来 标志 着 近代 数学 的 诞生 .而 对 
运动 的 数学 的 研究 导致 微 积分 的 发 明和 数学 分 析 的 发 | 
展 ,没有 微 积分 就 根本 无 法 理解 现代 物理 学 和 天 文学 ， 
甚至 也 无 法 表达 经 济 学 。 有 了 高 中 的 数学 知识 , 就 不 难 
通过 《数学 的 故事 》 了 解 近代 数学 和 近代 的 科学 (如 第 
18 #). l x 
到 了 19 世 纪 , 数学 家 在 为 其 他 科学 服务 的 同时 , 也 
关注 自身 的 发 展 。19 世纪 纯 数 学 两 项 最 重要 的 发 展 是 
代数 方程 的 理论 和 非 纯 几 何 。 两 位 英 年 早 逝 的 数学 家 阿 
员 尔 和 伽 罗 华 的 故事 感人 至 深 。19 世纪 未 ， 康 托 尔 创 
立 了 无 穷 集合 论 , 使 结构 数学 成 为 20 世 纪 数 学 的 主流 。 

一 本 200 多 页 的 书 把 读者 从 远古 带 到 今天 , 真是 一 
项 非凡 的 创举 。 全 书 儿 乎 没有 令 人 生 厌 的 公式 , RHE 
动 的 叙述 ， 加 上 精美 插图 ， 读 起 来 兴趣 盎然 。 这 是 一 本 
能 提高 读者 数学 素质 和 文化 素质 的 读物 , 对 于 一 般 公 众 
尤其 是 青少年 读者 ， 肯 定 获 益 良 多 。 
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我 终于 发 现 我 一 生 中 的 大 部 分 时 间 都 在 努力 打破 我 
们 这 个 时 代 普 这 存在 的 一 种 思维 模式 。 这 一 模式 的 实质 


| 可 以 用 “数学 = 学 校 ” 来 表示 。 与 人 们 谈 及 数学 时 ,他 


| 们 中 的 大 多 数 人 的 直接 反映 是 : 那 是 学 生 时 代 的 经 历 。 


到 不 久 前 为 止 ，99% 的 回答 是 用 一 种 愤怒 的 语调 说 : 
“我 一 点 也 不 擅长 数学 "。 但 是 ， 到 了 1995 年 ， 如 果 你 
| 参加 某 个 集会 , 并 声称 自己 是 数学 家 , 那么 通常 可 能 会 
引发 一 系列 关于 分 形 、 混 沌 理论 和 圣 非 机 构 等 的 讨论 。 
到 了 90 年 代 来 期 ， 费 马 大 定理 成 了 热门 的 话题 (如果 
| 你 不 知道 所 谈论 的 这 些 都 是 什么 , 那么 你 绝对 需要 买 这 
| 本 书 )。 但 是 即便 是 在 2000 年 , 大 多 数 人 仍 把 数学 和 学 
校 联系 在 一 起 ， 而 不 是 和 其 他 的 什么 联系 在 一 起 。 


然而 , 这 种 想法 是 不 正确 和 糟糕 的 。 数学 是 人 类 文 


明 活动 的 核心 之 一 , 它 促进 了 人 类 社会 的 进步 ,我 们 怎 
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朝 - 一 夕 之 功 。 迄 今 为 止 ， 人 们 在 了 解数 学 ， 接 受 数学 ，| 
对 于 数学 是 一 种 完全 合理 的 而 且 是 正常 的 人 类 活动 的 一 
部 分 的 认识 等 方面 取得 了 长 足 的 进步 。 其 证 据 是 , 新 闻 
媒体 越 来 越 愿 意 报导 数学 的 进展 和 它 的 新 应 用 , 而 不 是 
把 这 些 都 隐藏 在 科学 文献 里 。 现在 , 有 相当 多 的 为 大 众 
所 写 的 数学 科普 读物 及 科普 文章 。 数 学 著作 名 列 纪实 类 
BWA. HPCE BRE TRE. 

这 些 都 是 如 何 发 生 的 呢 ? 这 并 不 是 由 某 个 重要 的 国 
际 运动 所 引起 的 , 也 不 是 由 政府 所 引起 的 。 联合 国教 科 
文 组 织 宣告 2000 年 为 数学 年 ， 而 我 这 一 前 言 正 是 写 于 
这 一 年 。 对 于 联合 国 这 一 决定 , 英国 政府 对 此 不 仅 没有 
任何 举动 ， 而 且 仍 抱 着 “数学 = 学 校 ”的 观念 不 放 。 正 
如 一 份 主流 报纸 所 述 :“ 数 学 是 性 感 的 ， 数 学 是 新 摇 
滚 "。 这 一 新 局 势 的 来 临 是 许多 人 的 各 种 自发 活动 带 来 
的 。 他 们 中 的 每 个 人 都 用 自己 的 方式 向 大 众 推广 数学 的 


关于 数学 的 新 与 论 。 在 此 , 数学 被 看 成 是 科学 研究 的 前 
沿 ， 技 术 进 步 的 核心 力量 ; 数学 影响 着 人 类 社会 的 文 
8j. 这 是 有 史 以 来 不 争 的 事实 。 现在 有 许多 人 注意 到 了 
这 一 事实 。 

理 查 德 - 曼 凯 维 奇 是 这 些 具 有 献身 精神 的 人 们 中 的 
一 员 。 在 克 罗 伊 登 ， 荷 兰 艺术 家 爱 斯 卡 举办 的 画展 上 ， 
我 首次 与 曼 凯 维 奇 见面 。 爱 斯 卡 没有 受过 数学 教育 , 但 
是 , 几乎 他 所 有 的 超 现实 主义 作品 都 能 看 到 数学 的 影子 
一 一 格子 模式 、 非 欧 几 何 和 某 种 建立 在 纯 数学 上 的 哲学 


AU. 


[A^ 


曼 凯 维 奇 并 不 是 这 次 画展 的 主办 者 。 他 长 年 花费 大 ， 


量 的 精力 和 热情 举办 富有 想像 力 的 活动 , 将 数学 推 向 大 
| 众 。 其 中 之 一 就 是 《数学 的 故事 》 一 书 的 撰写 。 他 告诉 
我 们 写 这 本 书 的 原因 在 于 从 来 没有 这 样 的 书 。 
HET, 它 现在 就 在 你 的 面前 了 。 以 下 就 是 该 书 的 概 
貌 ,数学 不 仅仅 是 我 们 在 学 校 所 学 的 而 成 年 后 马上 就 忘 
记 了 的 那些 数学 技巧 ,数学 有 着 与 人 类 文明 进步 绵延 不 
断 的 、 休 戚 相关 的 历史 。 这 一 历史 至 少 持续 了 5000 年 。 
而 且 与 艺术 不 同 ,这 不 仅仅 是 数学 在 某 种 程度 上 影响 了 
人 类 文明 的 5000 年 ， 而 且 也 是 人 类 文明 直接 建立 在 数 
学 研究 之 上 的 5000 年 。 数 学 是 相对 少数 天 才 的 个 人 活 
动 的 集成 。 他 们 突破 了 空间 和 时 间 的 约束 , 共同 创建 了 
一 个 美妙 的 世界 。 

当 我 在 学 校 学 习 时 ,我 花费 了 很 多 时 间 到 当地 图 书 
馆 寻 找 关于 数学 的 书籍 .当时 没有 人 忠告 我 一 个 年 轻 人 
不 必要 做 这 样 的 事 , 即使 是 他 们 告诉 了 我 , 我 也 不 会 理 
会 他 们 ,因为 我 已 经 着 迷 于 数学 。 说 实话 ， 那 时 几乎 很 
少 有 关于 数学 的 好 书 。 那 些 书 我 都 读 了 。 在 那些 书 中 ， 
有 一 些 是 关于 “数学 历史 ”的 书 ， 尤 其 是 拜 尔 的 《数学 
家 和 数学 发 展 》。 但 那 时 没有 像 《 数 学 的 故事 》 这 样 的 
书籍 .精美 漂亮 , 围绕 着 人 类 文明 ， 展 示 了 数学 思想 与 
人 类 其 他 活动 的 相互 关联 。 

数学 在 我 们 的 制图 、 航海 、 艺 术 感 受 、 收 音 机 、 电 
视 机 及 电话 等 方面 都 起 着 主导 作用 。 没 有 数学 , 飞机 就 
不 能 有 效 飞行 ， 卫 星 电视 就 不 会 有 像 今天 这 样 多 的 频 
3E, 地 球 上 的 食物 就 不 能 维持 现 有 的 人 口 。 我 并 不 是 说 
这 一 切 都 只 归功 于 数学 ， 但 是 数学 是 一 个 重要 的 因素 。 
| 还 有 我 并 不 是 说 这 些 东西 都 是 好 的 , 但 是 它们 显然 是 信 
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天 人 类 生活 中 必 不 可 少 的 。 


这 就 是 我 们 的 主题 : 数学 是 灿烂 的 人 类 历史 中 最 光 
辉 和 最 悠久 的 一 页 。 它 与 人 类 进步 密切 地 交织 在 一 起 。 
而 《数学 的 故事 》 以 浅显 易 懂 的 形式 带 我 们 漫游 这 一 历 
史 。 这 本 书 中 的 精美 插图 使 得 此 书 以 及 数学 都 售 显 高 
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这 本 书 正 是 我 年 轻 时 苦心 寻找 的 书 。 但 是 回 到 我 的 
FHA, 这 是 为 大 家 所 写 的 书 , 即使 是 成 年 人 也 一 样 会 
者 迷 。 现 在 是 你 获得 真 文化 的 时 候 了 。 
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”次 丽 丝 想 :“ 这 本 书 有 什么 用 呢 ? 它 既 没有 图 片 ， 
也 没有 对 话 。 
我 把 此 书 呈 现在 你 面前 , 原因 很 简单 还 不 曾 有 这 
样 的 书 。 我 一 直 尝试 着 浅显 易 懂 地 介绍 数学 历史 。 我 希 
望 能 够 展示 , 在 人 类 创造 文明 的 实践 活动 中 , 这 门 科学 
| 是 怎样 与 兴趣 和 实际 需求 紧密 地 联系 在 一 起 的 , 而 不 是 
罗列 一 些 “ 伟 大 的 定理 "。 我 想 ， 可 以 通过 把 当时 的 数 
学 发 展 状 况 与 数学 家 本 人 的 评述 结合 起 来 的 手法 , 来 达 
| 到 这 一 目的 .我 叙述 的 重点 放 在 对 数学 发 展 的 历史 背景 
和 数学 思想 的 重大 进展 上 。 由 于 篇 幅 和 时 间 的 关系 , 不 
| 可 能 将 整个 数学 史 呈 现 给 大 家 , 而 只 能 展现 数学 随 着 世 
| 界 各 大 文化 的 兴衰 而 兴衰 的 精彩 片断 .知识 的 火焰 从 没 
| 有 熄灭 过 , 但 在 特定 时 期 , 特定 文化 比 其 他 文化 更 加 耀 
TR. 

从 一 开始 ， 数 学 就 与 人 类 活动 的 每 个 方面 紧密 相 
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连 。 贸 易 、 农 业 、 宗 教 、 战 争 ， 所 有 这 一 切 都 受到 了 数 
学 的 影响 ， 反 过 来 又 影 啊 着 数学 家 的 研究 课题 。 然 而 ， 
数学 的 历史 在 很 大 程度 上 没有 得 到 足够 的 重视 。 但 是 ， 
我 其 至 想 说 ,对 于 人 类 历史 来 说 ， 科 学 、 哲 学 、 数 学 及 
相关 学 科 的 发 展 远 比 炫 兆 统 治 者 和 战争 更 重要 ,我 希望 
本 书 有 助 于 提高 大 从 的 科学 文化 素养 。 

可 能 是 由 于 科学 特别 是 数学 不 像 艺术 那样 具有 大 众 
TE, 所 以 也 不 像 艺术 那样 吸引 人 。 科学 的 发 展 主要 取决 
于 少 部 分 知识 分 子 而 艺术 对 大 众 更 有 吸引 力 。 数 学 很 
难 吸引 大 众 。 相 对 论 、 量 子 力学 、 人 工 智能 和 不 完全 定 
理 等 等 都 确 确实 实地 对 现代 社会 产生 了 极 大 的 影响 。 但 
是 当 数 学 家 们 赞美 数学 的 美妙 时 , 大 众 却 感到 困惑 和 室 
恩 。 然 而 计算 机 的 使 用 最 终 把 数学 的 美妙 形象 地 展现 在 
我 们 的 面前 。 

数学 并 不 像 秘密 组 织 的 成 员 之 间 交 换 难以 理解 的 符 
号 那样 神秘 。 虽然 有 时 看 起 来 是 那样 的 , 但 是 数学 主要 
是 关于 空间 、 时 间 、 数 及 关系 的 概念 和 方法 的 科学 。 T 
是 定量 关系 的 科学 , 它 的 复杂 和 微妙 化 真实 地 反应 了 人 
们 对 知识 的 要 求 。 数 学 的 所 有 概念 都 产生 于 如 何 观察 问 
题 、 解 决 问题 、 描 述 问题 的 研究 中 。 随 着 计算 能 力 的 增 
加 , 数学 变 得 形象 化 。 在 混沌 系统 和 复杂 系统 中 发 现 的 
不 同 寻 常 的 结构 , 拨 开 了 数学 符号 的 迷雾 ,把 数学 家 看 
到 的 景观 展现 在 普通 人 眼前 。 

数学 的 精确 性 和 艺术 的 感知 相 结合 , 将 产生 一 种 新 
的 审美 观 ， 这 与 文艺 复兴 及 20 世纪 早期 艺术 与 科学 间 
的 关系 没什么 两 样 . 这 本 书 的 大 部 分 都 用 于 描述 在 不 同 
程度 上 和 不 同 发 展 阶段 的 这 种 融合 .科学 和 艺术 曾 有 相 


数学 的 故事 as 


| 当 长 时 期 的 结合 ,尽管 人 们 没有 明确 地 认识 到 这 一 点 。 
| 我 希望 通过 在 目前 的 数学 教学 中 加 入 它 的 棚 棚 如 生 的 一 
| jj, 使 得 数学 教育 更 加 充满 活力 , 并 激发 学 习 数学 的 热 
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数学 的 故事 | 


porro 


wf 公元 前 约 2400 — 
瓦 上 用 模 形 文字 记载 | "eren 


的 账目 表 


每 本 书 都 要 有 作为 开场 白 的 头 一 章 。 历 史 并 非 那么 
整齐 有 序 , 关于 数字 起 源 的 探索 , 是 一 段 通 向 迷雾 笔 昌 
的 人 类 生活 与 文化 起 源 的 艰难 旅程 .考古 学 家 和 学 者 们 
努力 利用 有 限 的 残 砖 碎 瓦 构建 出 有 意义 的 史前 图 案 。 新 
发 现 不 仅仅 是 为 以 前 的 图 案 增加 一 块 拼图 , 而 且 还 有 可 
能 从 根本 上 改变 以 前 的 图 案 及 我 们 与 它 的 关联 。 当 我 们 
考查 数学 活动 的 最 早期 的 遗 述 及 美 索 不 达 米 亚 和 埃及 的 
数学 文化 时 ， 要 牢记 这 一 点 。 

数字 记录 的 最 早 物证 是 在 南部 非洲 斯 威 士 兰 王 国 出 
土 的 一 块 刻 有 29 道 清晰 的 V 字 形 刻 痕 的 独 独 的 腓骨 .这 
一 记录 的 年 代 大 约 是 公元 前 35000 年 。 它 与 纳米 比 亚 现 
今 仍 在 用 于 记录 时 间 变 迁 的 “日 历 棒 ” 类 似 。 在 西欧 也 
找到 了 新 石器 时 代 的 骨头 制品 。 在 捷克 共和 国 找到 的 公 
元 前 3 万 年 的 幼 狼 梯 骨 上 刻 有 两 列 5 道 一 组 共 55 道 V 字 
形 刻 痕 。 这 好 像 是 一 个 账 答 ， 也 许 是 猎物 的 记录 。 最 令 


人 感 兴趣 的 一 个 发 现 是 所 谓 的 “ 伊 尚 戈 骨 ， 发 现 于 乌 
干 达 与 扎 伊 尔 间 的 爱德华 湖 边 , 年 代 大 约 是 公元 前 2 万 
年 。 它 好 像 不 单单 是 记 账 棒 。 显微镜 分 析 显 示 出 了 似乎 
与 月 相 相关 的 痕迹 。 由 于 夜间 能 见 度 的 实际 理由 , 也 许 
还 有 出 自 宗 教 的 需要 , 预报 满月 是 重要 的 。 承认 这 一 点 
就 不 难 理解 为 什么 记录 月 亮 的 轨迹 应 该 是 新 石器 人 非常 
关心 的 事情 。 实际 上 , 贯穿 于 天 文学 、 占星 术 和 宇宙 学 ， 
对 数学 的 发 展 影响 最 大 的 可 能 是 天 体 。 


美 罕 不 达 米 亚 数 字 


在 幼发拉底 河 与 底格里斯 河 间 的 美 索 不 达 米 亚 , 文 
字 记 录 可 以 追溯 到 公元 前 3500 年 。 不 同 的 文化 曾经 统 
治 着 这 一 地 区 : 一 开始 苏 美 尔 人 和 阿 卡 得 人 统治 着 这 
一 地 区 ; 继 之 而 来 的 是 铁匠 赫 梯 人 ; 赫 梯 人 届 从 于 可 
BEDERA; 亚 述 人 又 被 卡尔 迪 亚 人 取代 ; 迦 勒 底 人 
和 他 们 的 著名 国王 尼 布 甲 尼 撒 二 世 随后 被 波斯 人 推翻 ; 
这 回 又 轮 到 波斯 人 被 亚历山大 大 帝 的 军队 赶 走 . 这 一 时 
期 , 权力 的 中 心 在 马尔 、 尼 尼 微 和 巴比伦 之 间 更 迭 。 我 
们 的 数学 资料 主要 来 源 于 旧 巴 比 伦 帝 国 (公元 前 1900 
年 ~ 前 1600 年 ) 及 公元 前 4 世纪 的 后 亚历山大 塞 琉 西 
王朝 。 前 期 显示 出 巴比伦 人 和 阿 卡 得 人 的 影响 , 而 后 期 
希腊 人 和 巴比伦 人 的 影响 更 加 显著 。 由 于 整个 时 期 中 巴 
比 伦 人 的 重要 地 位 ， 数 学 也 经 常 被 叫做 巴比伦 。 

我 们 现在 使 用 的 十 进 制 数字 体系 是 一 种 以 10 为 基 
的 位 一 一 值 体系 。 换 句 话说， 在 某 个 位 的 10 个 单位 等 
价 于 相 邻 高 位 的 一 个 单位 , 而 一 个 数 中 , 数字 的 位 置 决 
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| 定 它 的 值 。 最 早 的 文字 记载 显示 巴比伦 人 使 用 的 是 以 
(60 为 基底 的 六 十 进 制 数字 体系 。 六 十 进 制 迄今 为 止 仍 
用 于 计时 。 使 用 六 十 进 制 ， 巴 比 伦 人 把 75 表示 成 “1， 
.15”， 这 和 我 们 把 75 分 钟 写成 1 小 时 15 分 钟 是 一 样 的 。 
e ken ak. 大 约 公元 前 2000 年 出 现 了 一 种 仅 使 用 两 个 模 形 符号 的 
Karya si 汗 以 60 为 基 的 位 一 值 体系 。 在 该 体系 中 , TEREX 


的 粘土 资源 ， 学 生 们 | 


AAA pan | 字 表 示 1, “(” 形 的 枢 形 文字 表示 10。 因 此 ，75 被 写成 


.. frg | T (TTTTT. 这 一 数字 体系 被 进一步 推广 到 六 十 进 制 分 
开始 新 的 计算 。 二 了 | 数 的 表示 上 ， 但 是 没有 表示 0 的 符号 。 一 直到 公元 前 6 
reece ire | 世纪 的 新 巴比伦 帝国 为 止 ， 占 位 符号 仍然 没有 出 现 。 因 
eancamise | 此 我 们 在 读 旧 巴 比 伦 数字 时 需要 细心 地 通过 前 后 文 来 状 
tak, [2 别 符号 的 位 。 例如 ,因为 没有 0, 我 们 难以 区 
| 分 18，108 和 180。 我 们 无 法 断定 为 什么 巴 比 
| 伦 人 选择 了 这 样 的 体系 。 尽 管 如 此 ， 它 对 计 
算是 非常 有 效 的 。 同 时 ， 它 奠定 了 时 间 的 计 
量 标准 。 这 主要 是 通过 在 时 间 和 角度 的 测量 
中 对 于 分 和 秒 使 用 六 十 进 制 而 得 的 。 
巴比伦 数学 的 物证 是 一 块 带 有 模 形 符号 
| 的 土 碑 ( 泥 土 板 )。 这 种 土 碑 是 用 粘土 制 成 的 。 
| 它们 的 使 用 非常 广泛 ， 成 千 上 万 的 粘土 板 被 
保存 了 下 来 ， 小 到 小 碎片 ， 大 到 公文 包 大 小 
的 整 块 粘土 板 。 粘 土 是 随处 可 取 的 。 而 且 只 


| | 要 它 还 潮湿 就 可 以 擦 掉 上 面 的 计算 ， 开 始 新 
的 计算 。 一 旦 粘土 干 硬 了 , 粘土 板 或 者 被 扔 掉 或 者 被 用 
作 建 筑 材料 .巴比伦 人 所 进行 的 算术 计算 与 我 们 今天 做 
得 很 类 似 。 巴比伦 人 与 生 俱 来 就 是 制 表 能 手 。 他们 给 我 
们 留 下 了 各 种 精密 复杂 的 运算 表 ， 如 倒数 表 、 平 方 表 、 


Š 


立方 表 及 高 次 早 表 .这 样 的 高 次 宕 表 对 借贷 利息 的 计算 
很 有 用 . 由 于 计算 器 的 普及 , 数学 运算 表 的 使 用 在 很 大 
程度 上 已 成 为 历史 ,但 是 它们 在 方便 计算 上 影响 极其 深 
远 , 这 可 以 追溯 到 那些 粘土 板 。 巴比伦 人 对 代数 也 非常 
精通 , 尽管 代数 问题 和 解决 方法 是 用 语言 描述 , 而 不 是 
用 符号 来 表示 。 他 们 利用 本 质 上 等 回 于 我 们 的 “出 入 相 ， 
补 原理 ”( 填 充 正方 形 ) 的 方法 解 了 二 次 方程 式 。 他 们 ， 
的 计算 过 程 的 正确 性 基于 一 个 矩形 可 以 重新 排列 成 正方 
形 这 一 实事 。 一 些 高 阶 方程 式 也 通过 使 用 数字 方法 或 将 
其 简化 成 其 他 已 知 类 型 的 方程 式 的 方法 而 得 到 解决 。 

在 几何 领域 , 他 们 拥有 求 平面 图 形 面积 的 算法 , 并 
且 用 代数 手法 解决 了 许多 问题 。 在 这 里 , 利用 截取 六 十 | 
进 制 小 数 的 方法 ,数字 化 地 处 理 了 无 理 数 。 例如 , 在 十 
进 制 中 /5 =2.236067 … 表示 小 数 展开 后 可 以 一 直 持 续 | 
下 去 。 在 小 数 点 后 两 位 截取 /5 的 展开 式 , 得 到 2.23 而 
不 是 接近 于 /5 的 2.24 。 有 时 截取 值 和 近似 值 相同 , 例 
UNS 的 展开 式 的 小 数 点 后 3 位 截取 值 和 3 位 近似 值 相 | 
同 。 而 这 些 无 理 数 后 来 导致 了 无 穷 小 数 展开 。 这 里 没有 
任何 关于 这 样 的 展开 式 的 无 穷 性 的 讨论 ,但 是 有 一 个 运 
算 表 展 示 了 对 /2 的 非常 好 的 近似 值 ， 其 精确 度 为 小 数 
点 后 5 位 。V2 的 这 一 近似 值 用 60 进 制 表示 时 为 1 24， 
51, 10, 这 一 结果 的 推导 过 程 没有 给 出 , 但 是 以 近 两 千 
年 后 的 公元 1 世纪 的 希腊 数学 家 希 罗 9 命名 的 一 个 方法 osy sauna 
也 给 出 了 完全 一 样 的 结果 。 同 样 ,巴比伦 人 在 毕 达 哥 拉 sara sat 
斯 出 生 的 1000 年 前 就 大 量 地 使 用 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 — 各 的 郑 罗 公式 和 发 双 多 

旧 巴 比 伦 数学 不 仅 精密 , 而 且 对 会 计 、 金融 、 计 重 、 LOR ATES 


E 现存 著作 有 (由 全》、 


测量 等 实际 应 用 上 也 很 有 效 。 被 解决 的 一 些 问题 说 明了。 O ms. 


其 中 也 有 推理 的 传统 , 在 考虑 巴比伦 天 文学 时 我 们 将 看 
到 这 一 方面 的 成 果 。 


IRRF 


对 于 延续 了 长 达 4000 年 的 文明 社会 来 说 ， 埃 及 却 
只 给 我 们 留 下 了 很 少 的 宝贵 数学 史料 。 纸 莎 草 制 成 的 纸 

是 一 种 易 碎 的 物质 , 有 这 种 纸 能 遗留 下 来 本 身 就 是 一 个 

奇迹 。《 赖 因 德 古本 》( 之 所 以 这 么 叫 是 因为 它 是 由 苏 格 

narta ansa | 兰 埃及 考古 学 家 赖 因 德 (A.H.Rhind ) 发 现 的 。 由 于 它 现 
RERARS. BEC 存 于 英国 博物 馆 ， 所 以 也 称 《 伦 敦 本 》) 和 《莫斯科 十 
BAR, dent ， 本》( 它 是 俄罗斯 收藏 家 格 列 尼 切 夫 获 得 的 ) 是 两 个 主 
Raton. &mte 要 的 资料 来 源 。 还 有 -一些 次 要 的 资料 ,以 及 一 些 画 在 过 
了 慕 及 神 股 的 墙壁 上 ,显示 需要 数学 技巧 的 商贸 、 行政 问 
RA. ERAR. RIERA Ah I CER T 
moms | 公元 前 大 约 1650 年 写 的 . 阿 迈 斯 解 
ay | 释 他 是 从 200 年 前 的 一 本 原作 上 抄 
j| | 写 的 。 该 书 的 开场 白 声 称 该 书 为 
“万 物 的 详尽 研究 ， 洞 察 一 切 存在 
"| 及 所 用 涩 奥秘 的 知识 *。 对 我 们 

FE O 来 说 这 可 能 相当 专 张 。 但 是 , OR 

EN | 8 TORRE AH eT 
| 要 手段 ,该 纸 草书 包含 87 个 问题 及 
p 其 解答 。 所 用 文字 是 神职 人 员 日 常 使 用 的 笔迹 文字 , 而 
不 是 常用 的 精致 的 象形 文字 .大 部 分 的 问题 是 像 把 一 定 
数目 的 面包 片 分 给 若干 个 人 这 样 的 计算 .这 里 还 有 求 直 


c ul x EIE 
Kec | 数学 的 故事 


dnt tlle 


角 三 角形 面积 的 方法 。 所 有 的 解答 均 用 实例 举例 说 明 ， 
没有 明确 给 出 一 般 公 式 。《 莫 斯 科 古 本 》 包 含 的 内 容 与 
《 赖 因 德 古 本 》 基 本 一 样 ， 但 它 还 包含 了 截断 了 的 金字 | 
塔 ， 即 平 截 头 体 体积 的 计算 ,及 近乎 是 半球 体 的 表面 积 ， 
的 计算 。 x 

埃及 人 在 数 的 使 用 上 有 两 个 极 突出 的 特征 .第 一 个 
是 所 有 的 计算 都 基于 加 法 运算 和 乘 2 运算 的 运算 表 。 第 
二 个 是 他 们 对 单位 分 数 (Vo, EE) 的 偏爱 . 因此 ，| 
乘 运算 是 重复 加 售 运算 (如果 需要 ， 减 半 运算 )， 然 后 | 
把 适当 的 中 间 结 果 相 加 。 例 如 ，19 乘 5 被 写成 x 
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然后 ， 因 为 114=5， 对 于 19 和 76 SO S NO 
求 和 得 到 95, 这 就 是 19 x 5。 除 运算 也 | ns n 
可 以 做 类 似 处 理 ， 但 这 时 可 能 产生 分 | DURES 
A""—————— 
地 方 。 埃 及 人 表示 单位 分 数 的 方法 是 在 数 的 上 面 划 横 | 有 数字 的 效 及 石碑 。 
oe Bt, Vs BRS. 这 里 不 存在 对 应 于 2 及 其 他 | 
分 数 的 符号 ， 只 有 2 有 3 例外 。《 赖 因 德 古本 》 中 含有 形 
为 2 的 分 数 表 ， 其 中 n 为 奇数 。 该 表 将 2 分 解 成 单 
位 分 数 。 这 样 2/s 被 分 成 1/3 和 1/15。 MA, 每 当 一 个 
问题 有 一 个 我 们 写成 2/5 的 解 时 ， 埃 及 人 将 解 记 为 3、 
15. 虽然 这 种 方法 显然 是 行 得 通 的 , 但 很 难看 出 它 有 何 
实用 价值 。 有 待 于 进一步 的 发 现 以 澄清 它 的 由 来 。 

一 种 可 能 性 是 这 样 的 ， 当 计算 遗产 或 物品 分 配 时 ， 
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| 分母 为 64 的 任何 分 数 。 而 且 ， 何 露 斯 的 眼睛 本 身 还 带 


使 用 单位 分 数 能 够 产生 绝对 精确 而 非 近似 的 结果 。 因 为 
| 埃及 人 没有 货币 ,他 们 用 其 他 物品 作为 交易 的 标准 。 最 
| 常用 的 是 面包 和 啤酒。 


从 《 赖 因 德 上 古本》 中 的 LO 人 分 9 片面 包 的 问题 中 


可 以 看 出 这 一 点 。 现在 我 们 可 以 计算 出 10 个 人 平分 9 片 


面包 时 , 每 人 可 得 到 1 片面 包 的 9/10。 分 面包 时 将 每 片 


面包 切 下 1/10， 这样 10 个 人 中 的 9 个 人 每 人 得 到 一 块 


OA HM, mR KAI 个 人 得 到 9 块 1/10 片 面包 。 纸 
草书 中 给 出 的 答案 是 10=2/3+1/5+1/30。 这 需要 切 更 
多 次 , 但 是 ， 作 为 补偿 , 每 个 人 不 仅 得 到 相同 比例 的 面 
E, 而 且 大 小 、 块 数 也 一 样 。 体 积 的 测量 有 其 自己 的 符 
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号 体系 : 由 象征 何 露 斯 ?的 眼睛 的 象形 文字 的 部 分 组 成 。 
在 这 里 我 们 可 以 看 出 既 作 为 行政 官员 又 作为 宗教 职员 的 
宗教 等 级 制度 的 双重 角色 。 何 露 斯 是 应 神 , 他 的 眼睛 半 


人 半 鹰 。 象 征 他 的 眼睛 的 象形 文字 的 每 一 个 元 素 表示 


Q^. AS. | 


1 到 1/c4 ”中 的 一 个 分 数 。 将 它们 组 合 起 来 可 以 表示 


有 神秘 色彩 。 何 露 斯 是 伊 希 斯 和 欧西 里 斯 ( 古 埃及 的 主 
. 神 之 一 ) 的 独生子 。 欧 西里 斯 死 于 他 兄弟 塞 斯 之 手 。 何 


露 斯 发 暂 为 他 父亲 的 死 复仇 ,在 他 们 之 间 的 无 休止 的 战 


| 争 中 ， 有 一 次 ， 塞 斯 挖 出 了 何 圳 斯 的 眼睛 ， 将 它 白 成 6 
| 块 ， 扔 到 埃及 各 地 。 作 为 回 敬 ， 何 露 斯 痢 制 了 塞 斯 16 


说 诸 神 介 入 了 战争 并 命 何 露 斯 为 埃及 国王 以 及 法 老 的 守 
| 护 神 .同时 让 掌管 学 习 和 魔法 的 月 神 透 特 去 收集 何 露 斯 
的 眼睛 (的 碎 块 )。 就 这 样 ， 何 露 斯 的 眼睛 成 为 了 健康 、 
.洞察 力 和 富 侯 的 象征 ,以 透 特 为 守护 神 的 书记 们 用 这 一 
法 宝 形象 地 表示 测量 中 的 分 数 。 据说 有 一 天 ,一 个 见习 
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书记 对 他 的 老师 说 , 何 露 斯 的 眼睛 的 碎片 所 表示 的 所 有 ` 
分 数 加 起 来 不 是 一 个 单位 , 而 是 63/64. 老师 回答 说 , 透 
特 将 把 剩 下 的 1/64 给 予 所 有 进行 了 探索 并 接受 了 他 的 — 


保护 的 书记 们 。 


我 们 关于 埃及 数学 的 认识 必然 要 受到 史料 极其 短缺 


的 限制 。 因 此 ， 
许多 人 认为 埃 
及 数学 比 巴 比 
伦 数学 要 落后 
一 大 截 。 但 这 可 
能 是 站 不 住 脚 
的 , 特别 是 金字 
塔 建筑 的 精妙 
及 如 此 巨大 的 
帝国 的 管理 都 


说 明了 这 一 点 。 像 平 截 头 体 体积 的 计算 这 样 的 事实 似乎 
给 了 我 们 重要 的 启发 。 但 是 我 们 仍 不 清楚 这 是 由 于 他 们 
对 金字 塔 的 兴趣 所 促成 的 独立 结果 呢 ?” 还 是 更 先进 的 但 
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不 幸 失落 了 的 知识 汇总 的 一 部 分 呢 ? 古 希 腊 人 普遍 承认 | 
他 们 的 数学 ,特别 是 几何 学 ， 源 于 埃及 。 现 在 给 我 们 印 | 
象 最 深 的 不 是 埃及 数学 和 希腊 数学 的 相似 之 处 , 而 是 他 | 
们 在 风格 上 、 深 度 上 以 及 由 此 可 以 推测 的 理解 上 的 巨大 | 
差异 。 看 来 阿 姆 斯 的 “ 诲 涩 的 奥秘 ” 一 直 要 遗留 到 今天 。 
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数学 的 故宫 LA 
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4p 阿 效 特 充 八 有 石 日 历 ， 
发 现 于 16 世 纪 。 描绘 了 


: 


天 空 守望 者 


第 五 个 太阳 和 近代 的 象 ， 
征 。 人 们 认为 阿 兹 特 克 | 
人 的 天 文学 知识 源 自 于 | 
奥 尔 梅 克 和 玛雅 这 样 的 | 
中 美洲 文化 。 | 


早期 数学 大 部 分 是 由 于 贸易 及 农业 的 需要 而 发 展 起 
| 来 的 。 但 也 与 宗教 仪式 及 天 体 运 行 有 关联 。 历法 的 设计 
| 基本 上 是 天 文学 家 和 牧师 的 工作 , 而 绘制 天 体 图 则 要 求 
特殊 的 数学 。 由 于 多 数 的 古代 宇宙 论 是 以 地 球 为 中 心 
的 ,术语 “行星 ” 指 的 是 太阳 、 月 亮 及 其 他 5 个 可 见 行 
E, 而 天 王 星 、 海王 星 和 复 王 星 则 是 相对 近期 才 被 发 现 
的 。 在 地 球 各 地 ， 各 个 不 同 的 文明 社会 , 人们 记录 了 天 
体 的 运动 并 设计 制定 出 历法 , 他 们 都 需要 寻找 一 种 方法 
来 协调 两 个 最 重要 的 时 间 周期 :朔望月 和 回归 年 。 

| 中 美洲 的 玛雅 文明 可 以 追溯 到 公元 前 1000 年 。 它 
的 辉煌 时 期 是 公元 300 ~ 900 年 , 自 1519 年 西班牙 占领 
| 以来, 只 有 极 少数 的 文献 保存 了 下 来 (其 中 最 重要 的 是 
含有 天 文 表 的 叫做 《 德 累 斯 顿 抄本 》 FR), 但 是 , 幸 
运 的 是 玛雅 人 还 给 我 们 留 下 了 雕刻 。 每 20 年 玛雅 人 就 
坚 起 一 些 石碑 或 石柱 ， 记 录 20 年 来 的 建设 的 数据 、 重 
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要 的 事件 及 贵族 和 牧师 的 名 字 。 这 里 所 使 用 的 象形 文字 
和 其 他 碑 铬 一 样 是 玛雅 神学 文体 .但 是 对 于 数字 他 们 经 
弟 使 用 一 种 现在 被 叫做 “点 和 线 ” 的 记号 。 在 这 一 简明 
的 数值 体系 中 , 一 个 点 表示 “1”, 而 一 条 竖 线 代表 “5” 
同时 还 有 一 个 表示 “0” 的 符号 , 它 看 起 来 像 一 个 贝壳 。 
这 一 体系 似乎 从 公元 前 约 400 年 就 开始 使 用 了 。 本 质 上 
它 是 二 十 进 制 , 但 它 的 第 三 位 是 不 规则 的 。 真正 的 二 十 
HEH DVIEDA 1, 20, 20°, 20° 等 的 顺序 增加 数目 ， 而 玛 
雅 体系 使 用 的 序列 是 1，20，18 x 20, 18x 202 等 等 。 
这 使 得 一 些 计 算 变 得 复杂 , 但 是 从 18 x 20=360 这 一 事 
K, 我们 可 以 看 出 玛雅 人 认为 他 们 的 历法 是 很 重要 的 。 
玛雅 有 3 种 历法 。 与 宗教 育 关 的 年 有 260 天 ， 分 两 个 部 
分 重 登 的 周期 : 一 个 是 从 数目 1 到 13, 另 一 个 是 神学 的 
20 天 周期 这样 , 宗教 年 的 每 一 天 由 一 个 数目 和 神 位 惟 
一 确定 。 这 一 历法 对 农民 没什么 用 处 。 而 含有 365 天 的 
平民 历法 也 被 使 用 。 这 一 历法 有 每 月 20 天 的 18 个 月 和 
称 之 为 “无 名 期 间 ” 的 另外 5 天。 表示 最 后 这 一 期 间 的 
象形 文字 的 含义 是 混乱 和 无 秩序 , 人 们 认为 在 此 期 间 出 
生 的 人 是 不 吉利 的 , Fae RH. 第 三 种 历法 是 用 于 
长 计算 ”的 历法 , 它 基 于 公元 前 3013 年 8 月 12 号 的 一 
个 年 表 ， 其 周期 是 360 天。 这 里 还 有 4 天 、9 天 和 819 天 
的 献 祭 周期 。 许 许多 多 的 书记 们 花费 大 量 的 时 间 计 算 历 
法 及 重大 日 期 。 在 没有 明显 使 用 小 数 或 三 角 法 的 情况 
下 , 基于 积累 起 来 的 天 文 观察 的 丰富 资料 , 玛雅 人 可 以 
非常 精确 地 预测 这 些 周 期 。 例 如 ， 玛 雅 天 文学 家 主张 
149 个 朔望月 是 4400 X, 这 等 价 于 1 个 月 有 29.5302 X. 
它 与 我 们 现在 承认 的 一 个 月 有 29.$3059 天 非常 接近 。 


| 
| 


| 
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《 德 累 斯 顿 抄本 》 含 有 月 亮 表 和 太阳 表 以 及 作为 “晨星 
和 异 星 ” 的 金星 的 位 置 预 测 表 。 除 此 之 外 ， 人 们 对 玛雅 
的 数理 天 文学 知之 甚 少 。 
埃及 的 历法 使 用 了 与 玛雅 同样 的 方案 。 它 有 12 + 
每 月 30 天 的 月 和 年 未 的 额外 5 天 。 正 是 埃及 人 首先 把 1 
f 全 天 分 成 24 个 单位 ， 虽 然 我 们 不 清楚 何 时 小 时 成 为 固定 
pen mm M NA 
把 白昼 和 夜晚 各 分 成 12 个 单位 ， 各 单位 根据 白天 和 黑 
夜 在 一 年 中 的 变迁 而 变化 。 埃 及 人 拥有 自己 的 
小 星系 ， 即 “名 星系 "。 这 些 星星 每 隔 10 天 
升 起 一 次 。 在 希腊 时 代 , 人 们 把 这 些 与 巴 
比 伦 黄 道 带 相 结合 ， 在 天 空 横 跨 30 度 
的 黄道 带 内 的 每 个 星座 进一步 分 成 3 
个 “外 星系 ”。 这 些 “ 旬 星系 ”被 描绘 
enipe 
1800) 的 王室 神殿 的 天 花 板 及 棺 盖 
上 。 但 是 人 们 已 证 实 ， 难 以 把 这 些 “ 旬 
星系 ”与 已 知 的 星星 对 上 号 。 只 有 天 狼 星 
、 是 个 例外 , 它 在 每 年 固定 时 间 的 升 起 预报 了 
这 是 一 个 6 ERD | 尼罗河 一 年 一 次 的 洪水 泛滥 ， 这 对 于 灌溉 非常 关 
Wa Anon n | 键 . de CR, 我 们 发 现 了 基于 方 格 系统 的 星星 
oa | | 更 精细 的 描绘 , 而 且 我 们 还 找到 了 一 本 有 助 于 破译 这 些 
描绘 的 希腊 时 期 的 现代 通俗 希腊 语 纸 草 书 。 虽 然 如 此 ， 
在 坟 莫 中 雕刻 这 些 绘画 的 工 奈 们 在 解释 这 些 天 文 信息 
时 , 似乎 做 了 很 大 的 艺术 夸张 , 因为 作为 最 终 绘图 基础 
的 初始 章 图 实际 上 更 精确 。 我 们 没有 当时 埃及 人 关于 天 


| 体 观测 及 制 表 的 文字 记载 ， 即使 是 提供 了 古 天 文 学 原始 
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资料 的 托 勒 密 也 没有 引用 任何 埃及 人 的 数据 。 
从 亚 述 帝国 末期 到 希腊 时 期 , 巴比伦 人 完善 了 一 种 

有 效 的 预测 天 文学 。 托 勒 密 提 到 从 公元 前 8 世纪 开始 已 

经 有 了 月 食 的 完整 列表 ， 但 是 缺乏 行星 的 可 - 

靠 数据 。 巴 比 伦 历法 是 纯 阴 历 的 ， 每 个 月 的 ， INS 

第 一 天 始 于 娥 眉 月 始 见 之 时 ， 每 天 从 日 落 开 | 

始 到 下 一 个 日 落 结束 。 因 此 ， 他 们 对 预测 娥 | | 

眉 月 的 出 现 非常 关心 。 他 们 还 根据 太阳 和 月 

亮 的 相对 位 置 , 判断 一 个 月 是 29 天 还 是 30 天 。 

同样 , 对 于 行星 关心 最 多 的 是 它们 的 初 升 ,在 | 

早 初 升 表 中 最 重要 的 是 金星 初 升 表 。 记 录 行 | 

星 位 置 的 表 叫做 星 历 表 .为 了 制造 星 历 表 , 黄 | WS Cos ad 

道 带 内 的 区 域 被 分 成 3 个 区 域 12 个 星座 。 行 一 一 


星 的 位 置 是 通过 参照 这 些 星星 而 给 出 的 。 这 ee reer 
里 还 有 这 些 星座 的 升 起 和 下 落 的 时 间 表 。 人 们 从 塞 琉 西 | Oe he 


们 一 般 都 说 里 坦 是 
yt i mE H xxu .但 古 ÈA, 
时 期 开始 制造 星 历 表 , 特别 是 月 亮 的 星 历 表 ; 但 也 有 其 Rose 
他 行星 的 星 历 表 。 a es 


这 一 时 期 最 伟大 之 成 就 是 分 析 了 太阳 和 月 亮 的 运 
动 , 其 目的 是 为 了 确定 每 月 的 第 一 天 。 巴比伦 人 证 实 了 
水 平 线 与 太阳 运行 轨道 的 黄道 间 的 角度 在 一 年 中 是 在 变 
动 的 。 还 有 ， 月 亮 的 轨道 偏离 黄道 约 5 度 。 在 此 之 上 ， 
两 个 星体 以 变速 运行 。 这 些 运动 的 周期 按 正弦 曲线 变 
化 , 当时 的 科学 家 们 用 所 谓 的 Z 字 形 函 数 高 度 精确 地 各 
近 了 这 一 正弦 曲线 。 这 些 Z 字 形 函 数 被 当 作 上 升 和 下 降 
数列 进行 算术 处 理 。 巴 比 伦 人 的 许多 用 算术 级 数 绘制 的 
表 可 能 就 是 为 了 创建 太阳 和 月 亮 表 而 做 的 准备 工作 . 依 
据 月 亮 和 太阳 相对 位 置 , 这 些 表 可 以 预测 3 年 以 后 的 娥 
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眉 月 。 从 我 们 掌握 的 证 据 来 看 , 他 们 好 像 使 用 了 算术 插 
值 法 ,使 得 依据 不 连续 的 观测 数据 建立 起 来 的 太阳 和 月 
亮 的 轨道 更 平滑 。 而 托 勒 密 理论 (后 述 ) 则 使 用 了 相反 
的 方法 : 试图 建立 尽 可 能 精确 的 行星 模型 以 推导 出 行 
星 的 位 置 。 
| 我们 不 清楚 后 期 的 巴比伦 行星 理论 是 什么 ; 早期 的 
记录 表明 了 以 地 球 为 中 心 . 行 星 按 圆 形 轨 道 运行 的 宇宙 
o emma) 阿 旦 斯 | 观 。 在 希腊 ， 阿 里 斯 增 克 斯 (Aristarchus， 约 公元 前 
EAM. EERAXTI3204E - 约 前 250 年 ) 提出 了 以 太阳 为 中 心 的 体系 。 这 
9、 有 的 5 太 小 | 可 能 是 基于 他 的 太阳 是 最 大 的 天 体 的 计算 结果 。 但 是 
这 一 学 说 与 亚 里 士 多 德 学 派 的 独断 论 格 格 不 入, 而 这 一 
理论 直到 16 世纪 才 再 度 浮 出 水 面 。 希 腊 的 行星 理论 被 
x 亚 里 士 多 德 (Aristotle， 公 元 前 380 年 ~ 前 320 年 ) 的 
观点 所 支配 亚 里 十 多 德 的 观点 认为 , 行星 以 恒 速 沿 加 
形 轨道 完美 地 运行 .尽管 有 变速 和 行星 的 亮度 变化 的 确 
SOULE, 但 这 一 哲学 立场 一 直 被 坚持 下 来 。 理论 和 
观测 的 这 些 差异 由 引进 本 轮 而 得 到 解决 : 一 个 行星 不 再 
是 绕 地 球 的 轨道 运行 , 而 是 沿 着 本 轮 运行 , 本 轮 是 一 个 
| 圆 形 轨道 , 它 的 中 心 沿 着 一 个 均 轮 移动 , 均 轮 是 一 个 以 
地 球 为 中 心 的 圆 。 通过 这 - -人 造 的 模型 , 行星 的 恒 速 转 
化 成 了 表面 上 的 变速 , 与 此 同时 , 即使 行星 不 是 沿 着 完 
美的 圆 形 轨道 ,也 是 沿 着 圆 形 的 “过 ”运行 的 。 托 勒 密 
ores SEBA tr kmn. 
人 ， 编 制约 850 ROSE. 在 介绍 托 勒 密 之 前 ， 我 们 必须 提 到 他 的 著名 先驱 , 
ha Husa aa 来 自 尼 西亚 (在 今天 的 土耳其 ) 的 数学 家 喜 帆 恰 斯 
rae pauza (Hipparchus, AJE 1904 ~ 前 120 年 )。 他 被 认为 是 


a | 当时 最 伟大 的 天 文学 家 , 创立 了 基于 希腊 几何 学 原理 的 


— 


天 文学 。 他 把 圆 分 成 360 度 ,每 一 度 又 细 分 成 60 分 . 以， 
此 作为 三 角 学 的 基础 他 在 这 一 方面 的 论述 包括 了 一 个 ， 
弦 表 (一 个 弦 从 本 质 上 是 一 个 角 的 一 半 的 正弦 的 两 售 )， 
然而 ， 他 不 是 用 单位 长 度 作为 圆 的 半径 ， 而 是 选择 了 ， 
3438 分 为 半径 ， 以 使 圆 的 周 长 为 360 x 60=21600 分 。 


j 
l 
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这 些 表 与 印度 数学 中 的 表 很 相似 , 它 使 得 喜 帕 恰 斯 能 更 
精确 地 描述 天 体 的 位 置 .他 使 用 本 轮 的 地 心 说 体系 定 出 
了 太阳 和 月 亮 的 运行 模型 . 喜 帕 恰 斯 承认 他 的 数据 不 够 

精确 , 不 足以 推测 其 他 行星 的 轨道 。 不 幸 的 是 , 他 只 
一 部 不 太 重 要 的 著作 留 传 下 来 , 而 且 , 同 其 他 希腊 天 文 
学 家 一 样 ， 由 于 托 勒 密 的 显赫 名 声 而 显得 默默 无 闻 。 | 
克 劳 迪 亚 斯 : 托 勒 密 (Claudius Ptolemy, 约 公 元 | 
854 ~ 24 16546) 居住 于 亚历山大 , 于 127 年 3 月 26 日 
FEAT SCAR AD REA HE 
Se yao. REED ERA. 
| 


的 是 《数学 论 集 》。 约 在 820 年 , 《数学 论 集 》 被 翻译 成 
阿拉 伯 语 ， 得 到 高 度 的 重视 ， 当 它 被 译 成 拉丁 语 后 ， 这 
本 书 变 得 非常 有 名 。 这 时 文稿 的 名 字 被 改 为 《天 文学 大 | 
成 》( Almagest )。 对 于 天 文学 来 说 托 勒 密 的 《天 文学 大 
成 》 就 如 同 几 何 学 中 的 欧 几 里 德 的 《几何 原本 》 一 样 ，， 
使 得 前 人 的 著作 黯然 失色 ， 只 有 他 在 书 中 提 及 到 的 例 
外 。《 天 文学 大 成 》 以 三 角 学 和 弦 的 预备 知识 开始 ， 然 
后 就 是 关于 太阳 运行 的 详细 理论 。 在 这 一 理论 中 , 他 为 
太阳 指定 了 一 个 圆 形 轨道 , 但 把 地 球 放 在 稍微 偏 轨道 圆 
心 的 位 置 , 他 把 这 一 位 置 叫做 偏心 。 在 月 球 运行 的 理论 
中 , 托 勒 密 大 量 地 引用 了 喜 帕 恰 斯 的 著作 并 且 改进 了 他 ， 
的 本 轮 模型 。 通 过 把 太阳 和 月 亮 的 运行 结合 起 来 , 托 勒 
| 
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密 讨 论 了 月 食 和 日 食 。 接 着 他 指出 恒星 和 希腊 天 体 的 确 
是 稳定 的 , 因为 托 勒 密 自己 的 星体 观测 与 200 年 前 喜 帕 
怡 斯 所 做 的 观测 一 致 。 在 给 出 1000 多 个 恒星 的 一 览 表 
之 后 ， 托 勒 密 给 出 了 剩 下 的 5 个 行星 的 轨道 。 一 个 特别 
有 创意 的 结构 包括 一 个 被 称 为 “ 均 速 点 ”(equant ) 的 
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点 , 它 到 地 球 偏心 的 距离 与 太阳 轨道 的 圆心 到 地 球 偏心 
的 距离 相等 , 但 在 相反 的 一 侧 . 托 勒 密 构造 了 一 个 行星 
周期 使 得 它 对 于 均 速 点 恒 速 .宇宙 学 已 离 亚 里 士 多 德 的 
尽善尽美 如 此 之 远 , 我 们 可 能 惊讶 为 什么 他 的 哲学 约束 ， 
没有 被 完全 据 弃 。 但 是 , 地 球 绕 着 太阳 运转 与 当时 对 地 
球 动力 学 的 理解 相 矛 盾 : 人 们 仍然 相信 我 们 会 从 运动 着 
的 球体 表面 飞 出 去 。 托 蔓 密 的 模型 被 理解 为 是 计算 模型 
而 非 实际 模型 .用 这 一 模型 来 模拟 包括 逆向 旋转 在 内 的 = 
行星 的 运动 , 使 得 它 成 为 在 已 有 的 预测 天 文学 中 最 成 功 
的 尝试 ,这 一 模型 与 实际 观测 的 差异 通常 都 在 当时 的 观 
测 技术 的 误差 范围 内 。 该 体系 直到 16 世纪 都 没有 受到 
质疑 ， 其 间 ， 托 勒 密 的 《天 文学 大 成 》 确 立 了 1400 年 
的 权威 地 位 。 x 
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4p 中 世纪 木版 画 。 用 以 纪 "Lu 
irren 毕 达 哥 拉 斯 定理 
乐 做 出 的 贡献 。 数 与 音 
节 之 间 的 关系 一 直 与 天 
体 的 和 谐 观 产生 着 共 
"* 


有 一 个 数学 定理 是 每 一 个 人 在 学 校 都 要 学 习 的 .这 

个 定理 现在 有 一 个 名 字 , 叫 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 但 是 远 在 
毕 达 哥 拉 斯 出 生前 这 一 定理 早已 广为人知 这 一 定理 的 
存在 使 得 我 们 可 以 比较 不 同文 化 背景 下 的 古代 数学 家 的 
数学 模式 及 他 们 关注 的 问题 。 

x 

x 


142583: NT B ÉBIBSS.WORSSZ 
X CKBMDPZATUETRSZXKHYIE.TgRXRIMEDÉG3K 


巴比伦 数学 最 具 魅 力 的 文献 之 一 是 现今 保存 在 哥 伦 
x 比 亚 大 学 的 被 命名 为 《 普 林 顿 322》 的 表 。 它 含有 4 列 
15 行 数字 , 似乎 是 一 个 不 完整 的 表 , 且 很 有 可 能 是 一 张 
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损坏 的 大 表 的 一 部 分 。 人 们 普遍 认为 这 张 表 展现 了 部 分 
毕 达 哥 拉 斯 三 元 数组 的 推导 过 程 . 如 此 精密 复杂 的 推导 “| mer RA DR 
HAEALFRIRRE 


过 程 足 以 说 明 ， 早 在 公元 前 1800 年 -前 165S0 年 ， 巴 比 元 大 组 的 一 个 列表 # 
伦 人 就 已 经 知道 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 , REL ARH Atenian 
H. 1000 多年。 这 一 解释 被 另 一 张 表 证 实 。 这 张 表 发 现 
于 巴比伦 附近 的 同一 地 区 , 它 现在 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 最 
早 的 例子 之 一 ,巴比伦 人 使 用 了 几何 计算 的 法 则 来 求 代 
数 方 程式 的 解 。 然而 , 这 时 的 代数 是 用 语言 而 不 是 用 符 
号 来 表述 的 ,有些 人 推测 巴比伦 人 可 能 已 经 开始 着 手 研 
究 三 角 学 。 

人 们 一 般 认 为 印度 的 呐 陀 焚 语 文化 始 于 公元 前 的 
第 一 个 千年 的 初期 。 通 过 呐 陀 经 (印度 最 古 的 宗教 文献 
和 文学 作品 的 总 称 ) 和 奥义 书 (印度 教 古代 呐 陀 教义 的 思 
辩 作 品 ， 为 后 世 各 派 印度 哲学 所 依据 ) 这 样 的 手稿 ， 我 
们 可 以 了 解 到 印度 文化 和 宗教 是 在 这 一 时 期 确立 的 。 同 
样 , 通过 《 摩 奴 法 典 》 可 以 了 解 到 社会 行为 准则 的 确立 。 
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数学 的 故 


这 一 时 期 的 数学 记录 在 《 测 绳 的 法 则 》(Sulbasutras， 
又 译 为 《和 祭坛 建筑 法 式 》 或 《 强 法 经 》) E, 
| 而 《 测 强 的 法 则 》 是 《 喘 陀 经 》 的 附录 的 一 
| 部 分 。 理所当然 的 ,《 测 绳 的 法 则 》 中 的 大 部 
| 分 数学 内 容 是 为 了 确保 符合 宗教 仪式 准则 的 
| 需要 。 术语 Sulba 表示 测量 祭坛 尺寸 的 绳索 。 
| 我 们 找到 了 3 个 版 本 的 手稿 ,最 早 的 一 个 可 能 
| 是 写 于 公元 前 800 年 ~ 公元 前 600 年 之 间 。 波 
- 德 海 亚 纳 将 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 一 个 特例 明确 
地 陈述 为 : “在 - -个 正方 形 的 对 角 线 上 拉 紧 的 绳索 为 边 

EA RAHAT 做 出 的 正方 形 的 面积 是 原来 正方 形 面积 的 两 倍 "之 后 
ae han + | 卡特 雅 亚 那 (印度 学 者 , 是 《 测 绳 的 法 规 》 的 作者 之 一 ) 
neh eR EAs | 给 出 了 更 一 般 的 命题 :“ 以 在 一 个 矩形 的 对 角 线 上 的 强 
AEE: Se | 索 为 边 所 做 出 的 正方 形 的 面积 是 以 该 矩形 的 相 邻 两 个 边 
为 边 的 两 个 正方 形 的 面积 的 和 ”。 书 中 没有 给 出 证 明 ， 

| 只 是 描述 了 一些 实际 的 应 用 。 按 法 典 规定 : 一 个 新 建 的 

和 祭坛 的 大 小 必须 是 已 有 的 同样 布局 的 祭坛 大 小 的 整数 

倍 .这 一 高 精确 度 的 法 规 表 明 几 何方 法 比 数值 方法 更 合 

适 。 例 如， 如 果 要 把 已 知 正方 形 的 面积 增加 一 倍 ， 则 可 

以 做 一 个 边 长 为 该 正方 形 的 对 角 线 长 度 的 正方 形 .这 上 比 

计算 出 新 正方 形 的 边 长 是 已 知 正方 形 边 长 的 2 倍 更 加 简 

单 。 虽 然 印 度 人 已 有 估算 JI 的 极 好 方法 ， 但 是 由 于 宗 

教 法 规 要 求 绝对 精确 ， 估 算 不 能 达到 要 求 。 

中 国 最 早 的 数学 文献 是 《 周 骨 算 经 》， 写 于 公元 前 

500 年 ~ 公元 前 200 年 之 间 ， 基 于 约 500 年 前 商 朝 的 文 

献 。 正如 它 的 名 字 所 显示 的 那样 , 它 主要 论述 天 文学 方 

面 的 问题 。 其 中 还 包括 一 些 算术 和 几何 的 初步 说 明 。 它 
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完成 于 周 、 秦 年 间 的 战国 时 期 , 可 能 是 由 许多 游说 思想 | 
家 中 的 一 员 按照 某 位 封建 君主 的 提议 写成 的 .当时 最 著 
名 的 思想 家 是 孔子 , 他 的 中 庸 之 道 的 哲学 思想 是 对 动荡 
不 安 的 时 代 的 反映 ， x 
CHARA) MUSS ric A (B) 和 商 高 两 
人 讨论 直角 三 角形 的 对 话 。 他 们 用 几何 演示 的 方式 陈述 
了 被 叫做 勾 股 定理 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 这 里 使 用 了 “出 
入 相 补 原理 ”， 并 以 最 小 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数组 (3，4， 
5) 为 例 对 该 手法 做 了 图 示 。 著 者 一 定 很 清楚 其 他 毕 达 
哥 拉 斯 三 元 数组 , 但 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 一 般 陈述 一 直 
等 到 公元 3 世纪 才 由 批注 者 们 给 出 。 刘 微 就 是 这 样 的 一 
位 批注 者 。 他 用 “ 割 补 ”原理 给 出 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 
第 二 个 几何 证 明 。 在 该 原理 中 两 个 小 正方 形 被 适当 切 
割 ， 以 构成 大 正方 形 。 这 样 ， 我 们 就 可 以 使 用 规则 : 
^j f = 3⁄2 (RRK a^ eb c) 进行 数值 计算 。 由 
于 毕 达 哥 拉 斯 定理 是 求 平方 根 和 解 二 次 方程 的 基础 , 所 
以 它 对 于 中 国 数学 非常 重要 。 一 个 叫做 “ 破 竹 ”的 经 典 
问题 后 来 在 欧洲 的 著作 中 再 现 , 这 成 为 中 国 数学 通过 印 
度 和 阿拉 伯 世 界 传 往 西方 的 一 个 佐证 。 OX. ADEE 
最 后 我 们 来 看 传奇 性 人 物 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras， lows esee 
约 公元 前 580 年 ~ 约 公元 前 500 年 )。 几 乎 可 以 确定 毕 达 RA Anas m. 
TEMRE, ILF. KRO, 老子 及 琐 罗 亚 斯 德 " 
是 同一 时 代 的 人 物 。 他 的 数学 和 神秘 主义 相 结合 的 思想 [Ota nox 
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在 公元 前 3 拱 纪 得 到 高 度 发 展 ， 形 成 了 新 柏拉图 主义 。 Kewanee aR 

、 、 ip A.dgfecobmx 
只 有 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 成 员 才 对 他 有 所 了 解 , 而 即使 是 [PRS BRE EE 
仅 隔 200 年 的 亚 里 士 多 德 也 无 法 为 我 们 提供 这 个 人 的 清 (NERA ucl 


晰 描述 . 毕 达 哥 拉 斯 及 其 信徒 的 贡献 是 他 们 的 数学 思想 xa sa Ces 
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数学 的 故事 | 毕 达 中 拉 斯 定 下 


体系 。 毕 达 哥 拉 斯 的 数 为 万 物 本 源 的 思想 通过 柏拉图 、 
| 柏 罗 丁 ?、 扬 布 利 科斯 ?及 普罗 克 洛 斯 s 等 人 流传 下 来 ， 

Ow BT. 4205 ~ 270 AN N 

年 . 十 罗马 哲学 家 . 新 | 并 且 为 对 西方 思想 影响 深远 的 新 柏拉图 主义 奠定 了 基 


机 拉力 学 派 主要 代表 ，| | 
EHDASEZ—TA| ° 


Kuasa | MURPH DA BAMA a, 毕 达 哥 拉 斯 定居 于 
Cte) a, | 今天 的 意大利 南部 的 克 罗 托 内 。 在 那里 创建 了 毕 达 哥 拉 
G3 S RA #250- | 斯 学 派 。 这 个 学 派 更 像 是 一 个 秘密 结社 或 教派 学派 的 
Saw iy, «| 研究 成 果 只 传授 给 学 派 内 部 的 人 员 .学 派 成 员 过 着 集体 
A pamaskan | 的 生活 ， 有 严格 的 行为 准则 和 道德 规范 。 规范 包括 灵魂 
Re em n 转世 的 信仰 和 严格 的 素食 主义 。 因 他 本 人 没有 著作 留 下 
都 包括 起 来 ， 发 展 成 一 | 来 , 我 们 只 能 通过 推测 来 判断 毕 达 哥 拉 斯 本 人 取得 的 数 
K xx sau | 学 成 就 。 当 禁止 公开 研究 成 果 的 教条 被 废止 后 , 许多 学 
着 作 保存 下 来 一 篇 注 。 者 开展 了 关于 毕 达 哥 拉 斯 的 研究 。 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 一 
osrzas ao. | 个 关键 的 学 说 认为 数 是 万 物 ,没有 数 则 任何 事物 都 是 无 
se MEER m 法 想像 和 不 可 能 的 。 他 们 最 膜 兰 的 数 是 10 (或 四 元 素 
曾 主持 雅典 柏拉图 学 | 图 )， 是 1，2，3，4 四 个 数 的 和 。1、2、3、4 这 四 个 数 
wasmix zx. | 是 生成 宇宙 各 维 空间 的 生成 元 的 个 数 : 1 是 无 维 点 ， 是 
CR CREM RED 其 他 维 空间 的 生成 元 ,两 个 点 相连 可 以 生成 一 维 空间 的 
Ë. | HX, 3 个 点 两 两 相连 构成 二 维 空间 的 三 角形 ， 而 4 个 

点 两 两 相连 可 以 生成 三 维 空间 的 四 面体 .四 元 素 图 成 了 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 象征 ,他 们 比 以 前 的 所 有 数字 神秘 主 
义 更 加 热衷 于 构造 这 样 一 个 宇宙 在 这 里 , 数 既 具有 哲 
学 上 的 角色 , 又 具有 启示 性 的 角色 。 为 了 得 到 高 八 度 的 
音 ， 我 们 把 琴 弦 的 有 效 长 度 缩短 到 原来 的 1/2。 从 这 里 
x 出 发 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派对 音乐 进行 了 数值 的 分 析 , 并 以 
| 四 元 素 图 表示 音符 的 弦 长 比例 .天 体 和 谐 的 整体 概念 就 


1 
T 


o] 


| 是 来 目 于 这 一 音乐 的 数值 理论 .这 一 理论 在 两 千年 后 仍 


对 开 普 勒 的 行星 模型 产生 了 巨大 的 影响 。 
然而 ， 使 毕 达 哥 拉 斯 扬 
名 的 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 如 
上 所 述 ， 这 一 定理 实际 上 上 自 
古 就 为 人 们 所 知 。 人 们 认为 
毕 达 哥 拉 斯 是 从 埃及 人 那里 
学 到 了 这 一 定理 的 。 而 实际 
上 ， 和 希腊 文献 多 次 提 及 他 们 
的 几何 知识 来 源 于 埃及 。 但 
是 不 幸 的 是 ， 我 们 没有 关于 
毕 达 哥 拉 斯 定理 的 相应 埃及 
文献 。 亚 里 士 多 德 认 为 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 首先 证 明了 2 的 
平方 根 是 无 理 数 。 从 毕 达 哥 ape” 
HET MR | 时 时 
直角 三 角形 的 直角 边 的 长 度 
为 1， 则 斜 边 长 度 为 V2 。 按 希腊 数学 的 描述 ， 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 试图 把 直角 边 为 单位 长 度 的 直角 三 角形 的 斜 边 
与 直角 边 的 比 , 即 /2 :1 ， 表 示 成 整数 的 比 ， 就 像 (3, 
4, 5) 这 样 的 直角 三 角形 那样 。 结 果 却 恰 愉 相反， 证 明 
了 这 个 值 不 能 表示 成 整数 的 比 . 这 一 斜 边 和 单位 直角 边 
被 称 为 是 不 可 比 的 。 也 就 是 说 , 用 等 刻度 直 尺 不 能 丈量 
这 个 比 。 由 于 给 定 的 单位 直角 边 是 有 理 数 , 所 以 相应 的 
斜 边 是 无 理 数 。 历 史学 家 第 欧 根 尼 ? 说 : 这 一 事实 是 毕 
达 哥 拉 斯 学 派 的 成 员 发 现 的 。 f AXE CREE SS ESSE) 
帕 索 斯 。 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 其 他 成 员 把 他 带 到 海上 扎 进 
了 海里 。 因 为 他 破坏 了 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 信条 一 Bb H 
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DE) EKRE KA 
Zü Ab. X— BA 
学 派 原型 人 物 ， 活 动 于 
公元 前 3 世纪 : 其 二 为 
早期 经 验 主义 者 之 一 ， 
活动 时 期 在 公元 前 5 世 
纪 : 第 三 为 第 欧 根 尼 - 拉 
尔 修 ， 活 动 时 期 在 世 
Z REFR EREE 
哲学 史 而 阅 名 。 此 书 是 
哲学 方面 现存 最 主要 的 
第 二 手 资 料 一 一 编 注 . 
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达 哥 拉 斯 学 派 的 关于 所 有 事物 都 可 以 由 整数 及 整数 的 比 
来 表示 的 信条 。 人 们 现在 认为 这 一 传说 值得 怀疑 。 但 是 
可 比 长 度 与 不 可 比 长 度 间 的 关系 以 及 有 理 数 与 无 理 数 间 
的 关系 对 数学 起 到 了 非常 重要 的 作用 。 实 际 上 , 直到 两 
千年 后 , 人 们 才 使 用 有 理 数 来 定义 无 理 数 ( 见 第 19 章 )。 

希腊 人 给 出 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 一 个 巧妙 的 证 明 。 
该 证 明 记载 在 欧 几 里 德 《 几 何 原本 》 第 一 卷 末尾 , TCH 
证 明 手 法 是 非常 通用 的 几何 证 明 手法 一 一 使 用 一 系列 构 
| 造 手法 , 分 别 把 以 两 个 直角 边 的 长 度 为 边 长 的 两 个 正方 
| 形 转换 成 两 个 长 方形 , 这 两 个 长 方形 合 在 一 起 构成 以 斜 
边 的 长 度 为 边 长 的 正方 形 .这 一 证 明 中 没有 用 到 任何 数 
据 ， 而 且 证 明 特 有 的 “风车 磨 房 ” 图 表 在 后 来 的 许多 欧 
| 亚 文化 的 数学 中 出 现 。 的确, 正如 普罗 克 洛斯 所 评注 的 
那样 “我 在 钦佩 发 现 这 一 定理 的 发 现 者 的 同时 , Ht OL 
何 原本 》 的 作者 更 加 感到 惊奇 ”总 之 ， 我 们 仍 在 使 用 
毕 达 哥 拉 斯 作为 这 一 定理 的 名 字 , 而 且 毕 达 哥 拉 斯 的 数 
| 学 宇宙 观 的 魅力 永存 。 
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希腊 人 来 自 于 爱 奥 尼 亚 与 爱 琴海 之 间 的 北方 , 以 侵 
略 者 的 身份 登 上 了 历史 舞台 .他 们 渴望 向 更 古老 的 邻 国 
学 习 并 渴望 超越 埃及 人 和 美 索 不 达 米 亚 人 的 智慧 。 希 腊 
| 人 及 希腊 社会 的 组 成 取决 于 文化 背景 而 非 种 族 差异 .以 
亚历山大 大 帝 为 过 渡 期 ， 希 腊 的 发 展 过 程 分 为 两 个 时 
期 。 对 于 数学 来 说 这 两 个 时 期 可 叫做 雅典 时 期 和 亚 历 山 
大 时 期 。 
第 一 次 奥林匹克 运动 会 举行 于 公元 前 776 年 。 从 那 
oaran ait 时 起 希腊 文献 已 经 开始 压 炮 荷 马 和 赫 西 奥 德 " 的 作品 ， 


MORAN M 但 是 直到 公元 前 6 世纪 我 们 对 希腊 的 数学 还 是 一 无 所 


ERAH), C) Alo 希腊 最 早 的 数学 家 可 能 是 米利 都 的 泰 靳 斯 Thales 


一 一 编 注 。 _ N ul 
OKA RAK | of Miletus， 约 公元 前 624 4 ~ $48 年 )2。 人 们 认为 是 
WP VT ae 他 首先 给 出 了 许多 几何 定理 的 证 明 , 并 因此 孕育 了 杰出 


天 文学 家 . 米利 都 | 
FRIRE CARE 的 欧 几 里 德 几 何 体系 .但 是 我 们 对 希腊 数学 及 其 他 方面 


É" 之 一 ,认为 水 为 万 | 


ponai “的 认识 很 容易 受到 诸多 历史 因素 的 干扰 .我 们 没有 这 一 
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后 的 学 者 们 所 写 的 关于 一 些 往事 的 注释 。 
公元 前 4 世纪 ， 和 雅典 成 为 地 中 海 文 明 世 
界 的 中 心 。 这 一 时 期 的 柏拉图 学 园 ， 以 及 这 
之 后 亚 里 士 多 德 学 园 的 创建 都 对 雅典 的 发 展 
起 到 了 极 大 的 促进 作用 。 柏拉图 在 数学 史上 
的 作用 ， 至 今 仍 是 一 个 争议 的 焦点 。 柏 拉 图 
本 人 没有 留 下 数学 著作 。 但 是 他 的 思想 对 数 
学 哲学 有 着 深远 的 影响 。 在 《共和 国 》 一 书 
中 ， 他 强调 数学 应 该 是 未 来 君主 的 必修 课 
程 。 在 《 提 麦 奥 斯 》 一 书 中 ， 我 们 看 到 一 种 


改良 的 毕 达 哥 拉 斯 主义 的 陈述 , 柏拉图 体 是 
由 表示 火 、 土 、 气 、 水 等 4 种 基本 元 素 的 立方 体 及 象征 
着 整个 宇宙 的 12 面体 组 成 。 亚 里 士 多 德 哲 学 对 数学 的 
影 啊 并 非 都 是 正面 的 .他 对 逻辑 演绎 的 强调 有 痢 正 面 的 
影响 , 但 是 他 不 赞同 使 用 无 穷 大 及 无 穷 小 数 ， 以 及 他 认 
为 圆 和 直线 是 理想 图 形 的 思想 可 能 对 数学 的 发 展 产生 了 
负面 的 影响 。 

相 拉 图 学 园 和 亚 里 士 多 德 学 园 都 是 数学 教育 和 数学 
研究 的 重要 中 心 。 亚 里 士 多 德 当 时 是 亚历山大 大 帝 的 老 
师 。 亚历山大 帝国 在 发 展 的 峰 烽 时 期 , 将 其 版 图 一 直 延 
伸 到 了 印度 的 北部 。 亚历山大 死 后 , 亚历山大 帝国 被 对 
手 瓜 分 。 在 托 勒 密 一 世 ? 开 明 的 统治 下 ， 被 分 割 后 的 一 
个 小 国 成 为 了 学 习 和 研究 的 中 心 一 这 就 是 拥有 音乐 厅 
及 珍 贯 的 图 书馆 的 亚历山大 新 城 .在 古 希 腊 文 明 的 第 二 
阶段 , 亚历山大 远 远 超越 了 雅典 。 这 一 时 期 是 希腊 数学 
的 黄金 时 代 。 
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| 希腊 数学 中 最 重要 的 文献 无 疑 是 由 欧 几 里 德 


| (Euclid, 公元 前 约 325 年 ~ 前 265 年 ) 写 的 《几何 原本 》。 
| 与 如 此 著名 的 杰作 相 比 , 我 们 对 欧 几 里 德 的 生活 却 知之 
| 芝 少 ,其 至 过 他 的 出 生地 者 不 知道 。 我 们 通过 普罗 克 洛 
斯 (Proclus, 242706 4104F ~ 前 48$ 年 ) 的 关于 欧 几 里 
| 德 《 几 何 原本 》 第 一 卷 的 评注 才 知 道 : 欧 几 里 德 在 托 勒 


1 
i 
1 
i 
Ô 
32 
LN ou ge RS CHA eR C PA. ES eo. D SEGUE A S DUE ce 3. Weys as sa 2 Q e RO 
Fm ; EX rug š ra xu E. Pu XE žo o: | gp sc tS : SR: = ` = RR, ^ E 
So | 
Apiha gha gi Aa Mp d. Ae P^ m es is aM ta Mu. | $9. 9. 


Ak: 数学 的 故事 


密 治 下 的 亚历山大 新 城 教学 .而 且 还 记录 了 这 样 一 件 轶 
事 : 当 托 勒 密 王 问 他 是 否 有 学 习 几 何 的 捷径 可 走时 , 欧 
几 里 德 回 答 说 :“ 几 何 学 中 没有 专 为 国王 铺设 的 大 道 。” 
《几何 原本 》 的 声誉 远 远 超过 了 欧 几 里 德 写 的 许多 其 他 | 
的 著作 , 例如 欧 几 里 德 写 的 关于 光学 、 力 学 、 天 文学 和 | 
音乐 等 方面 的 著作 。《 几 何 原本 》 成 为 了 正规 的 几何 教 
科 书 , 使 得 以 往 的 几何 书籍 甚至 它们 的 手 抄本 都 变 得 多 
余 而 没有 保留 下 来 。 像 所 有 的 教科 书 一 样 , 这 里 所 使 用 
的 《几何 原本 》 大 多 都 不 是 原著 。 但 是 ， 我 们 仍然 要 感 
澳 欧 儿 里 德 。 是 他 收集 整理 了 这 些 资料 和 结果 , 并 把 这 ， 
些 结果 用 定理 和 证 明 的 演绎 系统 的 形式 展示 给 我 们 。 
《几何 原本 》 不 是 希腊 数学 的 概述 ， 而 仅仅 是 几何 学 的 
基础 部 分 。 它 不 仅 没有 包含 计算 的 技巧 , 而 且 也 没有 涉 
及 到 如 二 次 曲线 这 样 的 高 等 数学 的 内 容 。 | 

《几何 原本 》 分 为 13 卷 。 它 喜 括 了 初等 平面 几何 、| 
数论 ， 以 及 不 可 比 量 和 立体 几何 。《 几 何 原本 》 一 开始 | 
就 是 由 23 个 公理 组 成 的 定义 列表 。 例 如 * 点 没有 大 小 ” 
又 例如 “ 线 无 宽度 ”。 接 着 是 5 个 公设 和 5 个“ 一般 概 
念 ” 其 中 著名 的 第 五 公设 有 着 它 自己 的 故事 . 《几何 原 | 
本 》 的 每 卷 的 每 一 节 都 以 该 节 要 探讨 的 新 课题 开始 。 欧 
LEAX, SARME, 定义 是 不 证 自明 的 。 而 对 今 
天 的 我 们 来 说 , 定义 和 公设 与 公理 都 是 同等 的 。 如 果 有 
什么 区 别 的 话 ， 公 设 更 倾向 于 程序 化 ,正如 “连接 任意 
两 点 做 直线 ”"， 而 第 四 条 定义 则 是 “直线 是 由 点 组 成 的 - 
平坦 的 线 ”。 总 的 来 说 ， 初 等 几何 规定 只 能 用 直 尺 和 圆 | 
规 画 图 ,这 两 个 简单 的 工具 一 一 圆规 和 直 尺 生成 了 整个 
初等 几何 体系 , 因为 圆 和 直线 是 最 完美 的 图 形 。 当时 的 
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希腊 人 还 使 用 了 其 他 的 “机 械 ” 构 造 方法 ， 但 是 《几何 
原本 》 没 有 涉及 到 这 些 方法 。 
该 书 的 第 一 卷 到 第 四 卷 讨论 了 平面 图 形 的 结构 , 包 
括 四 边 形 、 三 角形 、 圆 和 多 边 形 。 有 人 认为 这 几 卷 书 ， 
尤其 是 第 二 卷 暗 示 了 一 类 代数 几何 。 在 这 里 ,几何 构造 
和 代数 操作 具有 同样 的 功能 。 无 论 上 述 观 点 是 否 属实 ， 
但 从 早期 的 这 些 定理 来 看 , 欧 几 里 德 所 关注 的 完全 是 几 
| 何 概念 术语“ 几何体" (magnitude) 表示 任何 一 个 几 
何 对 象 , 如 一 条 线段 或 一 个 图 形 。 而 书 中 的 定理 则 是 关 
于 几何 体 的 结构 和 几何 体 之 间 的 关系 ,但 书 中 没有 给 出 
像 长 度 这 样 的 数量 概念 ,例如 一 个 正方 形 被 看 成 是 由 线 
构造 出 来 的 几何 体 。 欧 几 里 德 在 任何 地 方 都 没有 提 到 过 
一 个 正方 形 的 面积 是 其 边 长 的 积 的 结论 ,这 一 结论 在 很 
久 以 后 才 被 给 出 。 因 此 几何 体 是 《几何 原本 》 中 最 基本 
的 概念 。 它 是 其 他 研究 的 基础 。 在 这 一 背景 下 , 欧 几 里 
德 用 图 形 转换 的 方法 证 明了 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 如 果 我 们 
使 用 面积 证 明 将 得 到 另外 一 种 完全 不 同 的 证 明 。 这 一 点 
是 非常 有 趣 的 。 
第 5 卷 是 比例 论 。 比 例 论 的 研究 是 由 克 尼 图 斯 的 欧 
多 克 索 斯 所 发 起 的 。 作 为 柏拉图 学 派 的 一 员 ， 克 尼 图 
AA | 斯 的 欧 多 克 索 斯 (Eudoxus of Cnidus， 约 公元 前 408 
Karya tae | 年 ~ 前 355 年 ) 是 当时 最 有 名 的 数学 家 之 一 。 他 有 两 个 
Loxmmeten TEBE SBE 比例 论 和 穷 举 法 。 通 过 欧 多 克 索 斯 的 比例 
定义 是 现代 无 理 数 概 ， 论 我 们 可 以 求 不 可 比 量 的 积 和 比 , 从 而 在 很 大 程度 上 克 


念 的 主要 来 源 。 在 天 


ore wane, 服 了 不 可 比 量 引发 的 危机 。 实际 上 , 欧 几 里 德 引用 了 比 
Tag E EP 例 论 中 的 比例 规则 及 这 些 规则 的 使 用 条 件 .使 用 比例 可 


s. 以 带 来 很 大 方便 。 比 如 我 们 可 以 给 出 这 样 的 规则 : "IR 


的 面积 同 它 的 半径 的 增 平方 成 正比 。” 从 而 可 以 在 许多 | 
定理 中 使 用 这 一 规则 而 避 开 使 用 无 理 数 z 。 同 类 对 象 之 ， 
间 的 比 是 无 单位 的 ， 这 样 ， 比 和 比 之 间 可 以 进行 比较 ， 
正如 上 例 所 示 。 因此， 比 是 对 象 间 的 最 基本 的 关系 。 比 
例 论 使 我 们 可 以 比较 不 同 的 比 . 第 6 卷 论述 相似 图 形 的 
规律 。 其 中 包含 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 推广 。 该 推广 不 仅 
适用 于 直角 三 角形 的 边 构成 的 正方 形 , 同时 也 适用 于 其 
他 与 边 长 有 关 的 图 形 。 这样 , 如 果 我 们 以 直角 三 角 的 边 
长 为 直径 作 半 圆 , 则 两 个 小 半圆 的 面积 和 与 大 半圆 的 面 
积 相等 。 
第 7 卷 到 第 9 卷 论述 了 数论 理论 。 欧 几 里 德 认为 
“ 数 ” 是 指 整数 。 从 第 7 卷 中 的 定义 可 以 看 到 : 对 整数 
的 处 理 过 程 基本 上 采取 的 是 几何 形式 。 欧 几 里 德 认为 : 
“大 数 用 小 数 测量 时 是 小 数 的 倍数 ”, 而 且 两 个 整数 的 积 
是 一 个 长 方形 的 面积 。 在 第 7 卷 中 还 有 一 个 有 名 的 欧 几 
里 德 算法 求 两 个 整数 的 最 大 公约 数 。 或 者 用 欧 几 里 德 
的 话说 是 “测量 两 个 几何 体 的 最 大 公约 。” 在 第 9 卷 里 ， 
我 们 发 现 一 个 有 名 的 证 明 素数 个 数 是 无 穷 的 。 而 欧 几 
里 德 尽 可 能 地 避 开 使 用 无 穷 大 这 一 术语 , 因而 他 是 这 样 
| 
x 


前 述 上 述 定理 的 :“ 素 数 的 个 数 比 任何 一 个 给 定 的 素数 
个 数 都 要 多 。"《 几 何 原理 》 第 9 卷 只 给 出 了 当 素 数 的 个 
数 为 3 时 的 这 一 定理 的 证 明 , 并 没有 指明 对 任意 给 定 的 
系数 个 数 的 证 明 。 在 这 一 卷 中 还 给 出 了 构造 完全 数 的 方 
法 。 完 全 数 是 这 样 的 数 : 它 是 它 的 因子 的 和 。 例如 第 一 
个 完全 数 是 6 (6 的 因子 是 1，2，3， 而 1+2+3=6 )。 第 
二 个 完全 数 是 28 (28 JN fE 1. 2, 4, 7, 14, 而 
1+2+4+7+14=28 )。 x 
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第 10 卷 详细 论述 了 各 类 无 理 长 度 。 在 这 里 ， 我 们 
还 发 现 一 般 几 何 体 间 的 不 可 比 的 思想 已 精炼 成 长 度 间 
(及 面积 间 ) 的 无 理 概念 ,给 定 一 条 定义 为 有 理 的 线段 ， 
那么 , 任意 与 它 不 可 比 的 线段 称 为 无 理 的 。 该 卷 对 各 种 
不 同类 型 的 无 理 量 (无 理 数 ) 做 了 详细 的 论证 .从 简单 
的 平方 根 到 复合 根 ,如 /CJ +b) .个 关于 用 数值 
表示 无 理 数 的 方法 的 论述 引起 了 人 们 的 注意 .确实 存在 
着 一 个 基于 欧 几 里 德 算法 的 无 理 数 的 数值 表示 方法 。 虽 
然 它 能 够 有 效 地 表示 单个 的 无 理 数 , 但 我 们 无 法 简单 地 
把 它 运用 于 无 理 数 的 和 或 积 的 表示 。 该 卷 中 的 引 理 1 并 
述 了 一 个 著名 的 结果 存在 两 个 平方 数 , 它们 的 和 是 另 
一 个 平方 数 。 也 就 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 数论 表示 形式 ， 
但 在 此 没有 提 到 在 第 一 卷 末尾 所 给 出 的 这 一 结果 的 证 
明 。 也 下 是 在 这 一 卷 中 , 欧 几 里 德 着 重 强调 了 数值 几何 
是 从 初等 几何 到 高 等 几何 的 一 个 过 渡 ， 如 求 积 的 问题 。 
我 们 还 注意 到 这 里 讨论 的 无 理 数 都 是 可 以 用 直 尺 和 圆规 
构造 出 来 的 , 这 里 没有 关于 立方 根 的 讨论 。 无 理 数 的 详 
细 分 类 的 意义 在 《几何 原本 》 的 最 后 部 分 显现 出 来 。 在 
那里 ， 欧 几 里 德 把 无 理 数 与 正 立 方 体 联 系 起 来 。 
《几何 原本 》 的 最 后 3 卷 讨论 了 立体 几何 图 形 的 性 
质 , 并 且 把 欧 多 克 索 斯 的 穷 举 法 , 作为 通过 反复 逼近 求 
面积 和 体积 的 严格 方法 . 阿 基 米 德 声称 是 网 多 克 索 斯 首 
先 证 明了 圆锥 体 的 体积 是 同 底 等 高 圆柱 体 体积 的 1/3. 
第 12 卷 的 大 部 分 想法 基于 欧 多 克 索 斯 的 工作 。 第 1336 
的 末尾 证 明了 只 存在 5 个 柏拉图 正 立方 体 , 这 些 立方 体 
可 以 由 三 角形 、 正方 形 、 五 边 形 构造 出 来 。 每 个 立方 体 
都 内 接 于 球体 .这 里 还 详细 说 明了 立方 体 的 楼 到 这 一 球 
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心 的 距离 。 在 这 一 卷 还 出 现 了 在 第 10 卷 中 讨 
论 的 无 理 量 的 描述 。 以 上 就 是 欧 几 里 德 《 几 何 
原本 》 的 概貌 ， 

从 古 到 今 《 几 何 原本 》 都 是 最 有 影 啊 的 一 
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本 教科 书 。 该 书 多 次 再 版 。 在 再 版 的 过 程 中 不 | DD 


断 有 新 的 评注 加 入 。 同时 , 它 被 翻译 、 编译 成 
适合 各 种 文化 的 版 本 。 已 经 无 法 考查 欧 几 里 
德 的 原始 著作 . 公元 9 世纪 以 前 的 有 关 资 料 已 
所 剩 无 几 。 但 是 ， 这 一 几何 巨 作 一 直流 传 至 
今 ， 并 使 它 之 前 的 所 有 几何 著作 黯然 失色 。 

在 此 之 后 的 一 段 时 间 里 ,亚历山大 新 城 一 直 保 持 着 
学 术 中 心 的 地 位 。 几 何 巨 匠 佩 尔 加 的 阿波 罗 尼 奥 斯 ® 
(Apollonius, 公元 前 262 年 ~ 前 190 年 ) 在 此 学 习 和 教 
学 。 他 最 著名 的 著作 是 关于 高 等 几何 的 研究 一 一 《圆锥 
曲线 》。 圆 锥 截面 是 通过 从 各 种 角度 切割 一 个 圆锥 体 而 
得 到 的 截面 。 这 样 的 截面 的 截 口 有 圆 、 椭 圆 、 抛物 线 和 
双 曲 线 。 阿 基 米 德 以 及 其 后 的 托 勒 密 和 于 番 图 % 
(Diophantus, 约 250 年 ) 都 在 亚历山大 新 城 学 习 过 。 从 
公元 前 4 世纪 开始 亚历山大 新 城 的 学 术 自 由 逐渐 衰退 。 
ae my & JL¥a tate Me? (Hypatia, 29370 Œ ~ 415  ) 
是 数学 史 中 第 一 位 女 数 学 家 ,她 曾 一 度 是 新 柏拉图 学 派 
的 领袖 随 着 基督 教 权 势 的 增 大 , 他 们 对 他 们 视 为 异 教 
的 科学 及 哲学 越 来 越 敌 视 。. 希 帕 蒂 娅 死 于 当地 基督 教徒 
ZF. 她 的 死 标志 着 亚历山大 学 术 中 心 衰落 的 开始 。 数 
学 发 展 的 中 心 从 此 一 路 转向 东方 的 巴格达 。 


这 一 重新 发 瑰 的 阿 基 米 
f& 3&4 — 4 d 6 5 
理 占 庭 手稿 。 手 稿 中 有 
一 部 分 被 擦 去 并 重 写 上 
ALAA, BRE 
紧缺 的 时 候 ， 这 是 常 有 
的 事 。 人 们 月 电 子 技术 
杷 消去 了 的 文字 加 以 个 
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OMAR Ta ñ MRF K. 
奥 斯 ， 古 希腊 数学 家 . 
当时 以 “大 几何 学 家 
闻名 .其 专著 《 国 锥 曲 
线 》 是 古代 科学 巨著 之 
一 一 一 编 注 。 
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大 时 期 的 数学 家 . 以 研 
究 代 数 着 名 一 一 编 注 。 
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图 。 书 中 的 “难题 之 师 
徒 问答 ”一 章 在 计算 | 
中 使 用 了 计算 盘 。 


中 国文 明 起 源 于 长 江 和 黄河 两 岸 的 公元 前 2000 年 
的 夏 朝 。 商 朝 从 公元 前 1520 年 持续 到 公元 前 1030 年 。 
| 后 来 被 周 朝 取而代之 。 公 元 前 8 世纪 始 周 朝 逐 渐 失 去 它 
的 领地 。 大 约 在 公元 前 400 年 到 公元 前 200 年 这 一 期 间 ， 
出 现 了 诸侯 割据 、 战 火 不 断 的 局 面 。 这 就 是 战国 时 代 。 
我 们 找到 的 第 一 本 纯 数 学 教科 书 《 周 估算 经 》 就 是 这 一 
时 期 的 产物 。 这 一 时 代 是 孔子 的 时 代 。 他 与 其 他 的 学 者 
一 样 周游 列国 ， 过 着 四 处 游说 、 动荡 不 安 的 生活 ,这 之 
Je. 秦始皇 统一 中 国 ,重新 修建 长 城 ， 并 开始 了 焚 书 坑 
,wwe wu, P 到 了 约 公元 前 200 年 至 公元 200 年 间 的 汉 朝 ,学 者 
所 是 13 世纪 的 用 学 | 们 开始 寻找 没有 被 烧毁 的 文献 , 并 经 常任 着 记忆 进行 转 
KORRES. 录 。 刘 徽 ? 的 具 深远 影响 的 《 九 章 算术 》 评 注 及 赵 于 
PES) BS MET 人 对 《 周 佣 算 经 》 的 评注 就 是 这 一 时 代 的 产物 。 下 一 部 
X33. 该 书 是 《九重 要 著作 出 现 于 隋唐 统治 下 的 7 世纪 。 这 时 ， 一 场 教育 


章 算 本 》 的 详细 说 明 i 


iss. 改革 使 得 数学 成 为 翰林 院 的 正式 科目 。 当 时 使 用 的 教科 
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书 是 《 算 经 十 书 》。 该 书 汇 集 了 包括 《 周 佣 算 经 》 和 《 九 ， 
TAD) 在 内 的 所 有 重要 著作 。 直到 很 多 世纪 后 该 书 仍 
有 着 深远 的 影响 。 同一 时 期 , 连接 长 江 和 黄河 的 大 运河 | 
的 开 辫 是 一 个 史无前例 的 巨大 工程 .运河 的 开凿 给 人 民 ， 
带 来 了 苦难 的 生活 ， 隋 朝 遭 到 了 人 民 的 反抗 , 短命 的 它 | 
很 快 就 被 唐 朝 取而代之 。 唐 朝 的 首都 长 安 高 度 发 展 , 成 ， 
了 中 国 与 中 亚 的 文化 桥梁 。 它 就 像 远 在 西方 的 国际 都 市 | 
巴 哥 达 一 样 起 着 重要 的 作用 。 在 唐 朝 统治 的 300 年 间 ， 
有 两 项 伟大 的 发 明 火药 和 印刷 术 。 我 们 对 中 国 的 历史 | 
考查 到 宋朝 结束 。 宋朝 一 直 持续 到 13 世 纪 末 。 下 面 , 我 
们 来 看 一 下 《 九 章 算术 》。 | 

中 国人 对 幻 方 的 兴趣 似乎 主要 是 因为 它 与 占卜 有 
关 ， 而 不 是 因为 它 和 数学 有 关 。 传说 公元 前 3000 年 , 大 
RSET MTA (纵横 图 表 )。 一 个 得 之 于 从 黄河 腾 
飞 出 来 的 龙马 , 马 背 上 画 有 从 一 到 十 组 成 的 方 阵 , 古人 
称 之 为 “ 河 图 ”。 另 一 个 得 之 于 黄河 支流 的 洛 河 里 浮 出 
来 的 神 龟 , 龟 壳 上 上 有 由 1 到 9 的 点 组 成 的 3 行 纵横 图 , 十 
人 称 之 为 “ 洛 书 "， 又 称 之 为 “九宫 图 ”。 幻 方 的 第 一 个 
实例 出 目 于 公元 10 世纪 。 到 13 世纪 为 止 ， 对 幻 方 的 研 
究 局 限于 3 x 3 以 下 的 方 阵 。 从 那 时 起 ， 没 有 人 再 提 及 
幻 方 的 占 下 功能 。 而 杨辉 致力 于 研究 各 种 数值 方 阵 及 圆 
阵 的 数学 性 质 。 事 实 上 , 阿拉 伯 人 从 第 9 世纪 以 后 开始 
研究 幻 方 。 最 近 西 安 出 土 了 蒙古 时 期 (1279 年 ~ 1368 
^E) 所 做 的 阿拉 伯 幻 方 。 

在 中 国 数学 史上 ,《 九 章 算术 》 一 直 保持 着 重要 的 
地 位 。 原始 的 《 九 章 算术 》 已 经 和 后 来 加 入 的 大 量 评注 ， 
融 为 一 体 。3 世纪 的 评注 家 刘 微 就 兽 经 提 到 了 当时 《 九 | 
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但 这 只 是 该 书 的 一 部 分 。 更 完整 的 版 


REF 18 世纪 。 这 与 我 们 缺乏 希腊 原始 资料 的 情况 类 
似 , 只 是 这 里 的 时 间 间 隔 更 长 。《 九 章 算术 》 包 括 246 
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容 并 加 入 了 新 的 材料 。《 九 章 算术 》 现 存 的 最 古老 的 版 
ABT 13 世纪 ， 


中 得 到 


D RENE 
[a 1 


BME 3832.9 305 
(1261 年 ) PH “RHA 
题 ,该 书评 尽 地 解说 了 
《 九 章 算术 》 中 的 计算 方 


法 。 破 竹 问题 
的 直角 三 角形 被 用 于 包 
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多 问题 中 。 
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问题 。 每 个 问题 由 陈述 、 数 值 答案 及 解 题 方法 3 个 部 分 | 
组 成 。 这 里 没有 理论 解释 和 证 明 。 大 部 分 问题 来 自 于 现 
实生 活 。 例如 ， 土 地 分 割 、 财 物 分 配 、 大 型 建筑 物 的 营 
作 等 。 下 面 我 们 将 看 一 看 开 半 方 根 和 解 方程 的 方法 。 ， 
在 当时 ,计算 主要 是 通过 在 筹 算盘 上 放置 算 筹 来 进 
tr. 有 时 筹 算盘 是 一 种 带 格子 的 板 , 但 有 些 著作 提 到 可 
以 使 用 任何 物体 的 表面 作 筹 算盘 ,计算 过 | 
程 中 主要 的 工作 是 排列 算 筹 , 这 样 的 做 法 ， 
使 我 们 可 以 在 中 断 的 地 方 继续 进行 计算 。 ， 
当 计算 复杂 时 这 一 点 特别 重要 。 计 算 结 果 | 
就 是 筹 算盘 的 最 终 模样 。 计 算 结 果 是 用 
十 进 制 位 一 一 值 体系 来 表示 的 ， 而 数字 
的 表示 则 使 用 了 另外 一 种 体系 : 每 根 竖 
着 的 算 筹 表示 1, 每 根 横着 的 算 筹 表 示 5。 | 
( 据 史 料 记载 ) 在 有 些 资料 中 显示 算 筹 的 | 
方向 是 可 变 的 , 但 5 和 1 总 是 互相 垂直 ,这 BRL 
—— M | 
度 . 中 国人 把 用 特殊 符号 表示 数字 5 的 方法 延 用 到 算盘 | ABA nes 


| 监 儿 (1303 年 ) 中 的 一 


L. 但 直到 16 世 纪 , 算盘 的 使 用 仍 没 有 实现 大 众 化 。 辐 X. ARRAT AE 
巴比伦 人 一 样 中 国人 似乎 没有 表示 0 的 符号 。 在 排列 | nmm. 
算 筹 时 , 零 出 现 的 位 置 应 该 留 出 一 个 空格 , 但 是 在 写 答 ， 
案 时 似乎 并 没有 留 出 空格 。 所 以 我 们 只 有 通过 前 后 关系 
判断 正确 答案 ， 例 如 是 18、108 还 是 1800。 公 元 8 世纪 | 
前 后 , 在 一 本 印度 著作 的 翻译 本 中 出 现 了 用 点 表示 数字 
0 的 使 用 。 圆 形 的 零 出 现 于 很 久 以 后 的 13 世纪。 同时 还 
出 现 了 一 个 适用 于 用 算 筹 组 合 出 来 的 “方形 ” 零 。 | 
开平 方 根 和 立方 根 ( 开 方术 )， 从 估算 根 的 所 在 区 | 
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程 直到 得 到 满意 的 精确 度 。 用 类 似 的 方法 切割 立方 体 ， 


评注 案 刘 伍 研 究 了 求 


间 和 位 数 开始 ， 然 后 从 高 位 到 低位 逐 位 求 值 。 例 如 在 
《 九 章 算术 》 中 计算 了 71824 的 平方 根 。 可 以 看 出 根 在 
200 与 300 之 间 。 因 此 , 根 是 3 位 数字 abc， 而 a 等 于 2。 
剩 下 的 工作 是 求 b 和 c 的 值 。 刘 徽 给 出 了 平方 根 的 几何 
求法 。 在 此 方法 中 用 特殊 方法 分 割 正方 形 。 根 的 百 位 上 
数 是 2， 从 面积 为 71824 的 正方 形 的 一 个 角 出 发 ， 扣 除 
一 个 边 长 为 200 的 正方 形 ， 得 到 一 个 “ 曲 尺 形 ” 图 ， 然 
后 找到 与 该 “ 曲 尺 形 ” 匹 配 的 10 的 倍数 中 的 最 大 值 .在 
此 例 中 ， 我 们 得 到 60。 这 样 b 就 是 6。 从 面积 为 71824 


的 正方 形 的 一 个 角 开始 , 重新 扣除 一 个 边 长 为 260 的 正 
方形 , 得 到 一 个 新 的 “ 曲 尺 形 ”。 这 一 过 程 持续 下 去 , 直 
到 求 出 所 需 的 结果 。 如 果 答 案 不 是 整数 , 则 持续 这 一 过 


m 的 近似 值 的 穷 举 
法 。 这 是 由 学 者 戎 友 
(1724 年 一 1777 年 ) 所 
be x oen 


法 的 图 解 。 这 一 方法 JXUEA ESOS OUI E — 角形 。 在 公元 11 世纪 前 


KARAS LEAR | 
£m. 


M 根 。 
一 几何 技法 实际 上 等 价 于 二 顶 式 展开 方法 ,二 项 


(RETEN 候 起 , 中 国人 就 把 这 一 代数 方法 明确 地 作为 


一 种 计算 方法 加 以 运用 。 从 此 中 国人 可 以 
求 任何 需要 的 n 次 根 。 我 们 不 清楚 帕斯卡 
三 角形 是 中 国人 独立 发 现 的 还 是 从 印度 文 
献 中 学 来 的 。 开 平方 根 的 每 一 个 步骤 都 需 
解 二 次 方程 式 , 同样 开 立 方 根 需 要 解 三 次 
Jr fé. 因此， 求 根 的 方法 可 以 用 于 解 多 项 
式 ， 而 不 需要 通过 构造 “ 曲 尺 形 ” 的 几何 


方法 。 与 其 他 的 文明 社会 一 样 ， 当 时 只 需 

求 一 个 根 即 可 。 并 且 我 们 不 清楚 当时 中 国 

人 是 否 知道 多 项 式 有 多 个 解 。 他 们 不 是 用 
EUM LLLA. 
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像 x 这 样 的 变量 来 表示 方程 式 的 , 而 是 用 放 在 筹 算盘 上 
的 系数 来 表示 。 他 们 没有 考虑 解 的 小 数位 数 是 有 限 的 还 
是 无 限 的 : 求解 过 程 对 两 种 情况 同样 有 效 , 当 得 到 满意 | 
的 精确 值 时 就 结束 计算 。 

《 九 章 算术 》 还 包含 了 多 元 一 次 方程 式 组 的 求解 问 
题 。 在 刘 徽 的 评注 中 他 提 到 不 借助 特定 的 例子 难以 解 
释 一 般 的 求解 方法 .这 一 求解 方法 首先 在 筹 算盘 上 用 多 
元 方程 式 组 的 系数 作 和 矩阵 , BJ E DUEB BE PO ROCHE 
行 处 理 来 消去 某 些 系数 , 从 而 得 到 方程 式 组 的 解 。 这 与 
现在 所 使 用 的 以 高 斯 命名 的 消 元 法 一 样 , 但 是 当时 中 国 
人 没有 发 明和 矩阵 和 行列 式 的 概念 , 所 以 把 这 些 系数 的 排 
列 称 为 列 阵 可 能 更 贴切 。 

在 《 九 章 算 术 》 中 还 有 关于 不 定 方程 式 的 重要 研 
究 。 此 类 方程 式 有 多 个 解 ， 有 时 有 无 穷 多 个 解 。 书 中 有 
两 类 这 样 的 问题 : 主要 的 一 类 是 剩余 问题 ; 另 一 类 是 
“ 百 禽 问题 "。 百 禽 问 题 频繁 出 现在 中 世纪 的 欧洲 . 阿拉 
但 和 印度 的 文献 中 。 例 如 在 《 算 经 十 书 》 中 有 这 样 的 问 
Bi: 公鸡 值 5 钱 、 母 鸡 值 3 钱 、3 个 小 鸡 值 1 钱 。 如 果 
用 100 钱 买 100 只 鸡 ， 间 公鸡 、 母 鸡 、 小 鸡 各 有 几 只 。 
这 一 问题 有 3 个 答案 ， 其 中 一 个 答案 是 4 只 公鸡 .18 只 
母 鸡 和 ?78 只 小 鸡 (当时 遗漏 了 25 只 母 鸡 、75 只 小 鸡 和 
0 只 公鸡 的 解 )。 给 出 的 解 是 正确 的 ， 但 解释 却 似 是 而 
非 。 | 

关于 剩余 问题 , 书 中 给 出 了 结果 和 一 般 方 法 , 但 没 
有 给 出 证 明 。 在 《 九 章 算 术 》 中 ， 有 这 样 的 求 值 问题 : 
以 3 计数 余 2; 以 5 计数 余 3; 以 7 计数 余 2， 求 满足 这 | 
些 条 件 的 值 。 该 书 中 给 出 了 求解 过 程 , 解 这 一 问题 的 关 = 
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键 是 求 3，5，7 的 最 小 公 倍数 。 奇 怪 的 是 直到 公元 13 世 
| 纪 ， 这 些 问题 才 在 秦 九 韶 的 著作 中 再 次 出 现 。 
(00 秦 九 韶 出 生 于 位 于 现在 的 四 川 省 境内 的 安 岳 。 秦 九 
, 韶 的 父亲 担任 多 项 官职 ， 其 中 作 过 宫廷 藏书 房 的 副 主 
x 管 。 秦 九 韶 在 当时 的 国都 杭州 司 天 监 学 习 ， 
| 于 1234 年 参加 了 反抗 蒙古 侵略 者 的 战争 ， 
度 过 了 10 年 艰苦 的 生活 。1244 年 他 又 在 建 
HE, 即 现在 的 南京 任职 。 但 就 在 这 一 年 他 矢 
去 了 职务 ,为 其 母亲 服丧 3 年 。 可 能 就 是 在 
这 - -时 期 ， 他 写 了 他 的 《 数 书 九 章 》， 该 书 
的 结构 与 《 算 经 十 书 》 类 似 , 但 比 《 算 经 十 
书 》 要 精炼 的 多 。 
在 《 数 书 九 章 》 中 , RILAN T 
式 和 同 余 式 组 的 解法 (ARE) HARE 
模 的 计算 中 经 常 遇 到 。 同 余 式 的 解 就 是 现 
ee 在 知道 的 中 国 的 剩余 定理 。 秦 TL 说 他 在 
朱 世 杰 的 《四 元 玉 鉴 》 杭州 司 天 监工 作 期 间 从 历法 制造 工匠 那里 
ke rmpenn ez FEIT MRRA RM. 但是, 那些 工匠 只 是 使 用 了 
eth e bana 这 一 规则 ,并 没有 理解 它 。 这 一 规则 被 用 来 解决 不 同 的 
teh. 循环 周期 中 的 问题 , 例如 像 朔 望月 . 回归 年 以 及 人 为 认 
定 的 60 年 的 循环 周期 (甲子 ) 等 。 事 实 上 ， 即 便 是 在 
5 个 世纪 后 重新 发 现 了 这 一 方法 的 高 斯 也 是 运用 了 历法 
的 循环 问题 的 例子 我 们 不 清楚 秦 九 韶 从 哪里 得 到 的 这 
AN. 总之, 这 一 工作 已 经 超出 了 评注 的 范畴 ,是 一 
个 一 流 数学 家 才能 做 出 来 的 开创 性 的 工作 。 无 论 如 何 ， 
秦 九 韶 实 践 了 计算 服务 于 现实 生活 的 中 国 传统 。 
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人 们 所 知道 的 亚洲 最 古老 的 数学 史料 出 自 印度 流域 

的 哈 拉 帕 文 明 。 时 间 为 大 约 公元 前 3000 年 左右 。 这 一 

最 早 的 文献 虽然 很 难 解 译 , 但 它 似乎 与 生意 账目 、 重量 

和 测量 有 极 大 的 关系 ,其 中 特别 提 到 了 一 种 先进 的 制 苇 

技术 。 大 约 公元 前 1500 年 ， 哈 拉 帕 文化 被 来 自 于 北方 

的 侵略 者 摧毁 。 这些 号 称 雅 利 安 人 的 人 们 是 游牧 民族 ， 

‘使 用 印 欧 语系 的 语言 .这 一 语言 是 林 语 和 许多 现代 语言 

的 前 身 。 语 言 学 最 早 的 语法 宝典 是 由 伟大 的 语法 学 家 由 

one SANMA | 尼 尼 ?在 公元 前 4 世纪 编写 的 。 他 独立 地 使 站 语 成 为 一 

学 家 着 丰 区 放生 法 ”种 有 生命 力 的 精妙 的 语言 。 从 那 时 起 , 两 千年 来 它 一 直 

“| 被 用 来 记录 次 大 陆 思想 。 如 果 说 希腊 数学 起 源 于 哲学 ， 
那么 印度 数学 则 是 起 源 于 语言 学 。 

最 早 的 喘 陀 林 文 文献 是 关于 宗教 礼仪 的 论述 ,有关 

数学 的 论述 出 现 于 这 部 文献 的 附录 中 。。 它 被 称 为 《 喘 陀 

六 分 支 }。 其 中 的 数学 内 容 是 在 文献 中 以 短 诗 形式 的 谍 
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语 记载 的 .其 目的 是 用 最 简洁 易 记 的 形式 来 表示 思想 和 
观点 的 精髓 。 这 在 楚 语 的 文献 中 是 罕见 的 。《 哄 陀 六 分 
支 》 由 6 个 部 分 组 成 它们 分 别 是 语言 学 、 语 法 学 、 语 
源 学 、 诗歌 、 天 文学 及 宗教 礼仪 。 其 中 最 后 的 两 部 分 使 
我 们 能 够 深入 了 解 当时 的 数学 的 状况 .关于 天 文学 的 附 
录 部 分 叫做 《 约 蒂 经 》( Jyotisutra )。 关 于 宗教 法 规 的 
部 分 叫做 《 动 波 经 》 (Kalpasutras). (HIE) | 
( Kalpasutras) 的 一 部 分 是 关于 圣 坛 的 结构 的 论述 , 这 
就 是 《 圣 坛 经 典 》(Sulbasutras， 又 译 为 《 付 坛 建筑 法 | 
AX»). x 
最 早 的 《 圣 坛 经 典 》 写 于 大 约 公 元 前 800 年 - 前 600 - 
年 间 ， 早 于 帕 尼 尼 的 焚 诸 的 法 典 编辑 。 为 了 修建 出 大 
小 、 形 状 、 PEER PERE EIT ROR AYE AR, SLA | 
学 得 以 发 展 壮大 。 关 于 圣 坛 的 几何 学 的 组 成 部 分 是 几 
何 定理 ,构造 各 种 形状 圣 坛 的 过 程 以 及 与 前 两 项 相关 的 | 
算法 。 其 中 最 重要 的 定理 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 

下 面 的 例子 是 一 个 理论 结合 实际 的 实例 。 使 用 毕 达 
哥 拉 斯 定理 可 以 构造 出 面积 是 已 知 正方 形 面积 两 倍 的 正 | 
方形 。 如 果 有 两 个 正方 形 实 物 ， 例 如 用 布 做 成 的 正方 | 
J, 如何 最 有 效 地 裁剪 并 重新 组 合成 一 个 大 正方 形 呢 ” — 
虽然 在 《 圣 坛 经 典 》 里 没有 明确 记载 这 一 类 问题 的 解决 
方法 , 但 是 书 中 暗示 了 解决 这 一 类 问题 的 基本 思路 。 其 | 
中 的 一 个 方法 是 求 V2 的 近似 值 。 书 中 将 /7 的 近似 值 
精确 到 了 小 数 点 后 第 5 位 “把 1 增加 1 然后 再 把 这 一 ， 
增 量 再 增加 1/4， 在 这 1/4 的 增 量 上 去 掉 增 景 的 1⁄4”. | 
这 种 方法 可 以 想像 成 把 两 个 正方 形 中 的 .一 个 切割 成 长 方 ， 
É, 然后 把 它们 拼 在 另 -一 个 长 方形 的 周围 , 来 构造 双 倍 | 
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面积 的 大 正方 形 。 这 种 做 法 与 中 国 的 几何 学 有 相似 之 ， 
处 ， 并 且 这 里 给 出 的 元 的 近似 值 与 巴比伦 人 求 出 的 值 ， 
非常 接近 。 x 

为 了 探讨 著名 的 十 进 制 印度 一 阿拉 伯 数 字 ,有 必要 | 
简单 地 国 碑 一 下 早期 印度 数字 的 发 展 中 ,人 请 数 字 出 现 
在 公元 前 4 世纪 的 碑 铭 里 。 这 里 有 表示 1 和 4 及 10 和 20 
的 特殊 符号 ; 到 100 为 目的 所 有 数 都 是 通过 这 些 符号 的 
罗列 而 构造 出 来 的 。 最 早 的 婆 岁 米 数字 出 现 于 公元 前 3 
世纪 。 婆 罗 数 字 记 载 于 分 布 整个 印度 的 阿育 王石 柱 上 。 
这 一 数字 体系 更 加 先进 。 出 现 了 表示 10，100，1000 的 
特殊 符号 。 巴 克 沙里 数字 出 现 的 时 期 不 详 , 但 是 , 如 果 ， 
它 真 的 像 人 们 所 推测 的 那样 ， 出 现在 公元 3 世纪 的 话 ， 
那么 这 一 数字 体系 就 是 第 一 个 带 有 表示 数字 0 的 位 值 体 | 
系 。 它 只 用 10 个 符号 就 能 表示 任何 数值 。 公 元 9 世纪 
出 现 的 瓜 雇 尔 数字 体系 类 似 于 我 们 现在 使 用 的 数字 体 
Zo 确切 的 史料 表明 , 瓜 廖 尔 数字 体系 是 第 一 个 带 有 表 
示 0 的 特殊 符号 的 数字 体系 。 在 受到 印度 文化 影响 的 束 
埔 寨 , 我 们 从 公元 683 年 的 一 个 高 棉 碑 铭 上 发 现 了 数字 
0 的 使 用 。 

印度 数学 的 易 盛 时 期 ， 始 于 第 一 个 千年 的 中 叶 。 印 ospet nux 
Ra NL Aa A np | PE entr 
习 科 学 和 艺术 。 数学 活动 主要 集中 在 3 个 中 心地 区 : 第 | 将 
一 个 是 华氏 城 , 它 是 帝国 的 首都 。 第 二 个 是 北方 的 乌 贾 
因 。 第 三 个 是 南方 的 迈 所 尔 。 这 一 时 期 的 两 位 著名 的 数 Donee ius 
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数 全 书 》 一 书 。 两 人 的 主要 研究 方向 是 数学 天 文学 和 广 
程 分 析 的 理论 。 

| 《 阿 陡 波 提 亚 》 是 由 33 首 诗 组 成 。 第 一 首 诗 是 祝福 词 ， 
接着 是 计算 平方 、 立方 、 平方根 和 立方 根 的 计算 规则 。。 其 
,中 有 17 首 是 关于 几何 学 的 , 11 首 诗 是 关于 算术 和 代数 的 。 
第 10 首 诗 给 出 了 x 的 值 为 62832/20000=3.141 6 。 这 是 
以 后 1000 年 最 精确 的 值 。 书 中 还 有 一 个 正弦 表 。 与 托 
勒 密使 用 弦 长 和 直径 作为 度量 标准 相反 ,印度 人 使 用 了 
a | 半径 和 半 弦 长 来 计算 正弦 。 因 此 除了 一 个 常数 因子 外 ， 
人大 六 全 人 QURA SESA 与 现在 的 正弦 概念 很 接近 。 把 14 加 
书 》 他 们 可 以 计算 星 | 再 分 成 24 等 份 ， 从 像 sin30° 21/5 这 样 一 些 基 本 公式 出 
星 的 木 平和 要 直 距离 。| E HRES 
— — I sr 
“45' 开 始 的 正 
HE. MEA 
H Y AJIES 
表 就 可 以 求 出 
任何 角度 的 正 
弦 的 近似 值 的 
公式 。 其 精确 
度 一 般 为 小 数 
点 后 两 位 。 后 
RES IEE 
使 用 差分 法 给 
出 了 不 在 上 述 
表 中 的 其 余 角 
的 正弦 值 的 播 
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值 公式 。 三 角 学 被 北方 的 阿拉 伯 人 和 南方 的 咯 拉 拉 数 
家 进一步 完善 。 阿拉 伯 人 及 西方 人 正 是 通过 《增订 婆 
门 历数 全 书 》 这 样 的 车 作 的 翻译 本 了 解 了 印度 的 数学 
天 文学 。 

婆罗 门 攻 多 是 乌 机 因 学 派 中 最 著名 的 数学 家 之 一 
他 的 《增订 小 罗 门 历数 全 书 》 是 对 当时 的 天 文学 的 全 面 
论述 。 其 中 的 数学 部 分 研究 了 不 定 分 析 问 题 ,。 这 一 问题 
在 历法 的 计算 和 天 文学 中 部 经 常 遇 到 . 阿 耶 波多 解决 了 
线性 不 定 方程 式 。 他 的 方法 是 使 用 《几何 原理 》 中 的 欧 
几 里 德 算法 来 减少 系数 的 个 数 , 直到 能 够 用 试 凑 法 得 到 方 
程式 满意 的 解 。 婆 罗 门 笈多 给 出 了 求 ax2+c=y2 及 ax?- 
c-y? 这 类 方程 式 的 整数 解 的 方法 。 这 类 方程 式 的 几何 意 
义 是 双 曲 线 。 在 欧洲 ， 这 类 方程 式 被 称 为 佩 尔 方程 式 。 E 
什 迦 罗 完 善 了 这 一 方法 , 得 到 了 一 种 新 的 循环 方法 。 他 给 
出 了 著名 方程 式 61X?+1=y? 的 一 个 解 。 这 正 是 17 世纪 
费 马 提出 的 一 个 难题 。 在 这 一 问题 提出 的 100 年 后 ， 只 
有 约瑟夫 :路易斯 . 拉 格 朗 日 ?给 出 了 它 的 一 组 解 。 即 
使 到 了 18 世纪 汛 什 迦 罗 的 算法 仍 优 于 拉 格 朗 日 算法 。 
上 述 方程 式 的 最 小 解 是 x=226153980, y=1766319049，。 

《 阿 耶 波 提 袜 》 和 《增订 婆罗 门 历数 全 书 》 都 没有 
给 出 其 结果 的 证 明 。 但 这 并 不 意味 这 些 著 作 的 作者 们 不 
知道 这 些 证 明 及 证 明 的 必要 性 。 婆 什 迦 罗 早 就 提出 了 证 
明 的 重要 性 。 他 和 否定 了 者 那 教 的 用 V10 来 近似 地 表示 n 
的 做 法 。 他 认为 虽然 数值 上 很 接近 , 但 两 者 之 间 没 有 任 
何 有 意义 的 关联 . 从 而 简单 地 给 出 计 算 结果 及 计算 过 程 | x sake s 
被 演化 成 对 计算 结果 的 证 明 , 反之 , 这 一 演化 又 导致 了 i E esas 
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婆 什 迦 罗 (Bhaskaracharya, 1114 4F ~ 1185 年 ) 
是 乌 贾 因 最 著名 的 数学 家 。 他 提出 的 一 些 概念 被 用 于 发 
展 微 积分 学 。 他 的 手稿 到 了 19 世纪 仍 在 出 版 。 印 度 天 
文学 的 一 部 分 是 关于 行星 特别 是 月 亮 的 瞬间 运动 的 研究 
的 。 天 文学 家 们 非常 准确 地 测定 了 日 食 的 时 间 , 这 样 就 
可 以 很 精确 地 预测 以 后 的 日 食 , 阿 耶 波多 和 婆罗 门 发 多 
用 同一 公式 推算 出 月 食 的 时 间 表 ,小 什 迎 罗 推广 了 上 述 
二 人 的 公式 , 给 出 了 似乎 是 正弦 微分 的 公式 。 SZ 1F3m 2 
在 《天 文 奇观 之 计算 》 一 书 中 定义 了 一 个 “无 穷 小 ”的 
测量 单位 ， 叫 做 “truti”。1truti 等 于 1/33750 秒 。 这 一 
“前 微 积 分 ”只 被 用 于 天 文学 的 研究 ， 并 没有 被 作为 独 
立 的 课题 来 研究 ， 也 没有 被 运用 于 数学 的 其 他 分 支 。 

牛顿 在 他 的 微 积分 中 大 量 地 使 用 了 无 穷 级 数 ,。 这 在 
使 用 适当 的 无 穷 多 项 式 允 近 正弦 和 余弦 特别 有 意义 ,而 
我 们 特别 地 注意 到 : 喀 拉 拉 数 学 正 是 沿 着 这 一 方 回 发 
展 的 ,在 效 什 迎 罗 之 后 印度 数学 停 浪 不 前 。 印度 陷于 政 
治 动乱 , 但 是 印度 的 西南 部 没有 受 动乱 的 太 多 影响 。 从 
14 世纪 到 17 世纪 数学 得 到 了 进一步 的 发 展 。 喀 拉 拉 是 
海上 贸易 的 中 心 , 有 着 开放 的 环境 。 虽然 我 们 无 法 确立 
喀 拉 拉 在 思想 交流 上 所 起 的 历史 作用 ,但 已 有 一 些 数学 
结果 给 本 土 数 学 带 来 了 繁荣 。 

者 那 教徒 摩 陀 伐 ( 约 1340 年 ~ 1425 年 ) 是 中 世纪 伟 
大 的 数学 家 。 他 也 是 天 文学 家 , 并 以 “球面 大 师 ” 著 称 。 
他 的 关于 无 穷 极 数 的 著作 已 经 遗失 ， 但 是 16 世纪 的 作 
者 们 乌 广 泛 引 用 其 中 的 内 容 。 很 多 以 欧洲 数学 家 的 名 字 
命名 的 数学 结果 应 该 添上 摩 陀 伐 的 名 字 。 这 些 结果 包括 
了 正弦 和 余弦 的 无 穷 多 项 式 展 开 ， 而 这 一 展开 式 被 认 


为 是 牛顿 发 明 的 ; 还 包括 小 角度 的 正 引 和 余弦 的 近 Rd 
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公式 , 这 一 公式 被 认为 是 泰勒 级 数 的 -部 分 . 使 用 这 些 | | 
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还 发 现 了 各 种 计算 ICRA F 是 以 诗 的 形式 给 
出 的 一 种 方法 . CRR mmy dx ex. 从 
而 帮助 记忆 。 该 证 的 大 意 是 这 样 的 : 


部 (33), Rd (2), AR (8). #£ (8). X (33. 三 
CJ. d (3), KEE (4). WAT (27), AR (8), RF 
F (2), — Ë P Hit: 这 定 直径 为 900.000.000.000 wy 
HARK 


从 右 到 左 读 这 些 数 (2827433388233)， 然 后 除 以 直 
42 (900,000,000,00 ) 就 可 得 到 精确 到 小 数 点 后 11 位 
的 7 的 值 ,这 一 运用 无 穷 级 数 的 方法 使 我 们 想起 了 一 位 
RETRA “4 RRA dd Xs (Srinivasa, 1887 
年 ~ 1920 年 )*， 他 卓越 的 成 绩 使 他 进入 了 剑桥 大 学 。 
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The story of mathematics . 


.最早 的 阿拉 伯 旺 盘 。9 ， t 
世纪 由 伊拉克 人 艾 哈 ， T LY 


Be shj E | 
盘 是 一 种 模拟 计算 机 。 
能 够 用 于 测量 时 间 ，: 
预测 星体 的 位 置 . 也 | 
可 以 进行 勘测 。 


公元 7 世纪 阿拉 伯 半 岛 兴 起 了 一 种 一 神 论 的 宗教 ， 
并 且 传 播 到 了 基督 和 波斯 社会 , 公元 622 年 先知 穆 罕 默 
德 从 麦 加 逃 出 ,在 麦 地 那 避 难 . 仅 隔 8 年 ， 他 带领 军队 
胜利 地 攻 进 麦 加 。 受到 穆罕默德 的 启示 录 的 启示 , 他 的 
信徒 传播 了 可 兰 经 的 预言 并 建立 了 伊斯兰 帝国 。 在 帝国 
的 易 盛 时 期 , 国土 从 科 尔 多 瓦 一 直 延 伸 到 撒 马 尔 罕 。 早 
期 帝国 由 伍 麦 叶 王 朝 统治 ， 首 都 位 于 大 马 士 革 。 公 元 
750 年 伍 麦 叶 王朝 被 阿 拔 斯 人 推翻 ， 并 移 都 巴 哥 达 。 伍 
麦 叶 余 党 逃 到 了 西班牙 并 建立 了 由 其 余党 组 成 的 伊斯兰 
国家 。 

阿 拔 斯 人 的 伊斯兰 教 国家 在 巴 哥 达 寻求 建立 一 个 新 
的 亚历山大 城 .他 们 在 这 一 新 的 亚历山大 城中 创建 了 天 
Xf. 图 书馆 和 称 为 “智慧 宫 ” 的 研究 中 心 。 为 了 把 当 
时 所 有 能 够 收集 到 的 文献 都 翻译 成 阿拉 伯 语 , 他 们 实施 
了 一 项 巨大 的 翻译 工程 .在 阿拉 伯 数 学 中 我 们 可 以 看 到 
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| 16 fW X $ $ + 
耳 其 语 手稿 《历史 的 
珍宝 》 手稿 描绘 了 
穆斯林 的 字 窗 论 。 每 
个 “行星 ”都 对 应 于 
一 位 先知 , 包括 摩西 
fo ER, At $Ë + 
二 客 和 月 宫 , ANT 
以 看 到 天 使 的 王国 、 
K $ 2 [1 V. A # 5 
着 字 宣 的 天 使 们 。 


巴比伦 、 印度 以 及 布 脐 思想 的 影响 。 阿拉 伯 人 综合 和 发 
展 了 前 人 的 研究 , 并 诱发 了 基础 性 的 研究 , 特别 是 代数 
学 及 三 角 学 的 基础 研究 。 虽然 代 数 符号 论 来 自 于 欧洲 ， 
但 代数 的 思想 却 应 归功 于 阿拉 伯 数 学 。 尽 管 早期 的 数学 
通常 是 用 代数 来 解释 的 , 但 明确 认识 到 几何 问题 可 以 用 
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代数 来 表示 , 几何 方法 可 以 转化 为 代数 算法 ， 以 及 代数 
方法 可 以 超过 原 有 的 几何 方法 并 向 前 进一步 发 展 等 等 这 
些 思想 都 是 阿拉 伯 人 的 贡献 。 

FE (Diophantus of Alexandria, 约 200 年 ~ 
约 284 年 ) 的 《算术 》 是 代数 史上 的 一 部 影响 深远 的 著 
作 。 通过 破解 传说 中 刻 在 丢 番 图 墓碑 上 的 数学 谜语 , 我 
们 可 以 知道 他 的 终年 , 但 还 是 不 能 确定 他 是 哪 一 个 世纪 
的 人 。 人 们 认为 《算术 》 是 希腊 数学 的 划时代 杰作 。《 算 
术 》 的 核心 内 容 是 关于 以 代数 手法 解 方 程 和 不 定 方程 的 
研究 。 这 里 的 方法 不 依赖 于 几何 证 明 。 关于 整 系数 方程 
的 整数 解 的 研究 是 当今 数学 的 一 个 分 支 .这 一 分 支 被 称 
之 为 丢 番 图 方程 ,寻找 毕 达 哥 拉 斯 的 三 元 组 就 是 一 个 这 
伴 的 例子 。 丢 番 图 还 使 用 了 介 于 文体 和 完全 的 符号 代数 
之 同 的 一 种 过 渡 性 的 代数 符号 体系 。 阿 拉 伯 数学 家 把 
《算术 》 翻 译 成 了 阿拉 伯 语 并 加 以 广泛 研究 。 

花 拉 子 密 (Abu Jafar Muhammad ibn Musa 
alKhwarizmi， 约 780 年 ~ 约 850 年 ) 是 阿拉 伯 最 重要 
的 一 位 数学 家 ,他 的 名 字 使 人 联想 到 他 出 生 于 中 亚 的 花 
刺 子 模 。 似 乎 他 大 部 分 时 间 都 生活 在 巴 哥 达 。 他 是 新 创 
办 的 智慧 宫 的 主要 领导 人 。 他 的 代数 论文 《 移 项 与 化 简 
的 科学 》( Hisab aljabr wal-muqabala) 后 来 对 欧洲 
数学 产生 了 极 大 的 影响 。 事 实 上 , “代数 学 ”这 一 术语 
来 自 于 aljabr 的 拉丁 语 译音 。 花 拉 子 密 的 研究 动机 是 为 
了 解决 贸易 、 遗 产 及 土地 等 方面 的 实际 问题 。 在 代数 方 
Al, 《 移 项 与 化 简 的 科学 》 包 括 了 线性 方程 和 二 次 方程 
式 。 术 语 “ 移 项 ”及 “化 简 ” 指 的 是 代数 变换 。 他 把 二 
次 多 项 式 分 成 6 个 不 同 的 类 型 。 他 不 是 把 二 次 方程 写成 
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sus 数学 的 故事 


ax2+bx+c=0 这 样 的 「 
一 般 形式 ， 其 中 x 是 | 
变量 , a, b ERB | ^ a 
而 是 要 求 方程 式 的 所 | 
有 系数 和 所 有 解 都 为 |， 
正 数 。 因 为 正 数 的 和 D 
不 等 于 0, 因此 上 述 二 | | 
次 方程 的 一 般 表 达 式 | 
在 他 的 代数 理论 下 是 | 
无 意义 的 。 另外, 他 | o 
把 方程 式 ax2+bx=c | x 
和 ax2+c=bx 看 成 是 | 
两 个 不 同类 型 的 方程 ew 
式 .。 对 每 种 类 型 的 方 | 
fk. (EBABIBTJP i as 
程式 的 代数 解法 并 且 给 出 了 求解 过 程 的 几何 证 明 。 几 何 
证 明 中 可 能 使 用 了 欧 几 里 德 的 结果 , 与 巴比伦 及 印度 的 
方法 也 有 相似 之 处 ,代数 方法 的 几何 证 明 是 用 文字 叙述 
的 : 花 拉 子 密 并 没有 建立 符号 语言 , 但 是 他 所 展示 的 代 
数 方法 和 几何 方法 间 的 相互 转换 似乎 与 希腊 的 数学 风格 
有 很 大 的 不 同 。 

到 了 凯 拉 吉 (alKaraji，953 年 ~ 约 1029 年 ) 时 代 , 阿 
拉 伯 数 学 家 们 试图 把 代数 从 几何 思想 中 解放 出 来 , 并 使 
代数 成 为 解决 算术 问题 的 一 般 手法 。 凯 拉 吉 在 巴 哥 达 创 
立 了 一 个 影响 力 极 大 的 代数 学 派 。 他 的 主要 著作 是 《发 
赫 里 》(alFakhri)。 在 该 书 中 他 给 了 高 次 军 及 其 倒数 的 
定义 ， 给 出 了 求 高 次 晨 的 积 的 规则 ， 但 对 x0=1 的 定义 


RETERT RES 
的 私人 天 文 台 里 。 这 
是 16 世 电 洛 克 蔓 所 著 
的 《 王 中 之 王 》 中 的 一 
Re. RE B SE 
学 和 天 文 尝 仪器 ， 包 
EZR 0254. Z $ 
RE. ? + 8.2 T ( Ë 
中 的 左上 方 )。 由 于 该 
天 文 台 的 天 文 预测 不 
&RB, 1575 年 所 创 
立 的 这 所 天 文 台 只 是 
ERR. 
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| 却 失败 了 。 BEXPGAREEL HORS CRMPRL, 或 称 多 项 式 


的 和 的 方法 , 并 给 出 了 二 项 式 展开 定理 。 他 的 独到 之 处 
是 运用 归纳 方法 给 出 了 这 里 的 二 项 式 展开 定理 及 其 展开 
的 系数 表 。 这 一 系数 表 就 是 今天 的 帕斯卡 三 角形 。 虽然 
他 对 定理 的 归纳 证 明 不 是 完备 的 , 但 无 论 如 何 它 是 一 个 
不 用 几何 的 代数 方法 。 


到 了 欧 玛 尔 : 海 亚 姆 (Omar Khayyam, 1048 年 ~ 


“1131 年 ) 的 时 代 , 土耳其 人 占领 了 巴 哥 达 ， 并 宣布 成 立 
一 个 正统 的 穆斯林 国家 。 欧 玛 尔 . 海 亚 姆 在 沙 布尔 完成 
学 业 后 ， 于 1070 年 离开 了 动荡 不 安 的 沙 布尔 ， 来 到 了 
比较 安宁 的 撤 马尔 罕 ( 今 属 乌兹别克 )。 虽 然 他 作为 诗 
人 和 《 重 拜 集 》 的 作者 的 知名 度 更 高 ,但 他 主要 是 科学 
| 家 和 哲学 家 。 在 撒 马 尔 军 ， 他 写 了 《代数 》 一 书 。 其 中 
最 新 颖 的 部 分 是 用 几何 手法 解 三 次 方程 式 .他 从 阿波 罗 
尼 奥 斯 的 翻译 本 中 学 到 了 关于 圆锥 曲线 的 知识 , 领悟 到 
三 次 方程 式 的 解 可 以 通过 两 个 圆锥 曲线 的 交点 求 出 . 例 
如 形 如 x3+ax=c 的 方程 式 是 一 个 圆 和 一 条 抛物 线 的 交 。 
他 对 一 部 分 三 次 方程 式 和 它们 的 解 进行 了 分 类 , 并 给 出 
了 把 其 他 的 三 次 方程 式 转换 到 所 分 的 类 中 , 或 者 转换 到 
更 简单 的 二 次 方程 式 的 代数 手法 .虽然 从 代数 发 展 的 角 
| BOR, 这 一 做 法 似乎 是 一 种 倒退 , 但 在 许多 方面 他 都 
做 出 了 独特 的 贡献 .他 指出 古代 没有 留 下 任何 关于 三 次 
方程 式 解法 的 文献 , 所 以 我 们 断定 他 一 定 是 查阅 了 大 量 
的 资料 。 他 还 声称 不 能 用 规 尺 解 三 次 方程 式 , 而 这 一 结 
论 的 证 明 直 到 700 年 后 才 被 给 出 。 他 第 一 个 察觉 到 三 次 
方程 式 可 能 有 多 个 解 ， 但 没有 意识 到 可 以 有 3 个 解 。 欧 
玛 尔 海 亚 姆 承认 他 的 研究 是 不 完全 的 , 并 且 寻 求 类 似 
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于 解 二 次 方程 式 的 公式 来 给 出 三 次 方程 式 
及 更 高 次 方程 式 的 一 般 代数 解 。 这 一 课题 
直到 意大利 文艺 复兴 时 期 才 得 以 解决 。 欧 
玛 尔 : 海 亚 姆 的 分 析 几 何 学 是 阿拉 伯 人 将 
代数 和 几何 融合 在 一 起 的 产物 , 直到 400 年 
后 ， 笛 卡 儿 的 研究 才 使 分 析 几 何 学 得 到 了 
进一步 的 发 展 。 

天 文学 是 阿拉 伯 数 学 家 们 研究 的 主要 
对 象 。 阿 拉 伯 三 角 学 的 发 展 使 得 阿拉 伯 数 
学 家 们 构造 出 了 更 加 精确 的 天 文 表格 。 伊 
斯 兰 教 的 宗教 法 规 的 精确 性 客观 上 促进 了 
数学 的 发 展 .伊斯兰 的 历法 基于 朔望月 , 每 L- 
个 月 的 第 一 天 从 新 月 后 的 娥 由 月 的 出 现 开始 。 每 天 5 次 | 入 stNos1 
的 祷告 必须 在 固定 时 刻 进 行 . 裤 告 的 时 刻 是 由 太阳 的 位 | 至 1274 年 ) 在 他 所 创 
置 决定 的 。 例 如 ， 从 中 午时 刻 的 影 长 算 起 ， 当 一 个 物体 [Ear eae 
的 影 长 增加 到 该 物体 自身 的 高 度 时 , 就 必须 开始 进行 下 as Ka ses 
午 的 祷告 .而 且 信徒 们 必须 面向 建 于 麦 加 的 伊斯兰 寺院 | REA ROR 


丰富 的 藏书 而 闻名 于 
内 的 圣 演 进行 衬 告 。 关 于 祷告 的 次 数 、 时刻 和 方位 的 这 e. 经 过 12 年 的 观 


3 个 法 规 迫 切 需要 天 体 和 行星 及 地 理学 的 知识 。 一 开 Arka sara 
始 , 他 们 通过 观测 来 尽量 满足 法 规 的 要 求 , 并 使 用 了 从 |” 和 ”> 
希腊 和 印度 流传 过 来 的 表 。 阿 拉 伯 人 最 大 限度 地 改进 了 
这 些 表 和 观测 方法 。 从 13 世纪 起 ， 清 真 寺 开 始 雇用 能 
够 熟练 使 用 星 盘 、 象 限 仪 及 日 内 的 天 文学 家 。 
显然 , 任何 天 文学 计算 上 的 发 展 都 需要 精确 的 三 角 
表 。 下 面 ， 我 们 通过 回顾 sin1” 的 求 值 方法 来 看 一 下 这 
些 发 展 。 当时 已 经 有 了 正弦 、 余弦 和 正切 的 准确 定义 及 
两 角 和 及 差 的 正弦 等 一 系列 公式 。 一 般 的 手法 是 从 


OHA- Rž., AH] 
天 文学 家 ， 最 伟大 的 
穆斯林 数学 家 之 一 ， 


度 直 到 得 到 1” 或 接近 1 


sin60° -/3 /2 及 sin30° =1/2 这 样 的 值 出 发 ， 通 过 几 
何 计算 来 精确 求 值 。 然 后 使 用 半角 公 
第 的 正弦 值 。 阿 布 - 瓦 法 


\ 式 不 断 地 二 等 分 角 


对 三 角 学 的 发 展 作出 | (AbuWafa, 940 年 ~ 998 年 ) "A EAM sin6d® 的 值 出 


了 重要 贡献 


编 注 。 | 
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SUA. BRR, 


KAK EGER, (RARE IE), 471070 


发 ， 计 算 了 sin72"” 的 
值 ， 并 通过 一 个 适当 的 
公式 计算 出 sin12” 的 
值 。 表 使 用 半角 公式 进 
一 步 求 出 了 sinl1? 30’ 
及 Sin43”′ 的 值 。 因 为 这 
WT FA AE As Ber 
' Sil sinl® 30’ 的 正弦 
曲线 近似 于 直线 ， 所 以 
使 用 算术 方法 就 可 以 求 
H sinl’ 的 值 。 使 用 这 
样 的 方法 ， 阿 布 瓦 法 构 
造 出 了 每 隔 15′ 的 正弦 


, sin45 


表 。 在 六 十 进 制 下 ， 上 述 表 的 精确 度 是 小 数 点 后 5 fs, 
而 在 十 进 制 下 精确 度 为 小 数 点 后 8 位 。 


巴 哥 达 被 蒙古 统治 ， 
年 ~ 1449 年 )。 


虽然 我 们 已 经 有 了 三 角 表 的 制 表 理 论 , 但 是 在 此 后 
的 300 年 间 三 角 表 的 制 表 技术 没有 重大 的 突破 。 那 时 的 
af Ee JUBHA(Ulugh Beg, 1394 
JUEMA TES RE SPEED, + 
ft (alKashi, 138046 ~ 1429 4E) 是 当时 新 天 文 台 的 第 
一 任 台 长 。 他 极 大 限度 地 改进 了 三 角 表 的 精确 度 。 运用 
IESR = TA PAA, 他 建立 了 一 个 三 次 方程 式 , 这 一 方程 
式 使 他 可 以 通过 sin3” 的 值 来 求 sin1” 的 值 。 然后 他 利 


用 和 迭代 方法 计算 出 sin1” 的 值 .这 一 值 在 六 十 进 制 下 精 
确 到 小 数 点 后 9 位 ， 在 十 进 制 下 精确 到 小 数 点 后 16 位 。 
利用 已 建立 的 关系 , 他 完成 了 三 角 表 的 其 余部 分 。 但 这 
也 仅仅 是 计算 技巧 的 改进 。200 年 后 ， 开 普 革 使 用 了 类 
似 的 方法 。 在 提高 数值 精度 的 向 时 , 阿拉 伯 人 完善 了 既 ， 
是 观测 仪 又 是 模拟 计算 器 的 星 盘 . 星 盘 利用 天 体 进行 测 
时 。 当时 巴 哥 达 之 星 已 经 开始 走向 衰退 ,蒙古 统治 者 被 
土耳其 人 取代 , 他 们 的 首都 和 文化 中 心 建立 在 伊 斯 坦 布 


^R. 
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pou (1505) 的 首 


ARG. BORAT A, 
文 文化 中 的 7 个 壬 目 : S | 
辑 、 修 辞 、 文 法 、 算 术 、| 
音乐 几何 、 天 文 。 下 面 的 | 
两 个 人 物 是 亚 里 士 多 德 C 


和 塞 内 加 。 


OHTE. Ke- 
THA. RARER ga 
士 。 他 重新 编纂 了 拉丁 : 
id AR NEEKIN. ASIE, 
学 和 哲学 等 方面 的 著作 

| (XU EO. CET dE 


文 《 圣 经 》 写 有 教育 、 神 


— 3. 


test: 


公元 529 年 , 喘 为 基督 徒 的 东风 马 帝 国 皇 帝 查封 了 


| 异 教徒 的 哲学 团体 , 其 中 包括 雅典 学 园 。 持 续 了 1000 年 
的 希腊 数学 从 此 结束 ,许多 学 者 迁移 到 科学 土壤 更 加 肥 
沃 的 波斯 帝国 。 之 前 200 年 ， 君 士 坦 丁 大 帝 把 基督 教 指 
| 定 为 罗马 的 官方 宗教 ， 并 把 首都 从 罗马 迁移 到 拜占庭 ， 
将 其 改名 为 君 土 坦 丁 堡 。 西 罗马 帝国 第 一 任 皇帝 查理 曼 
(742 年 -814 年 ) 将 一 切 权力 掌握 在 自己 的 手中 。 这 一 
| 时 期 ， 君 士 坦 丁 堡 是 走向 兴旺 的 伊斯兰 帝国 的 一 
| 区, 而 巴 哥 达 是 闻名 于 世 的 科学 中 心 。 西欧 帝国 的 统治 
| 者 查理 曼 鉴于 基督 教 地 区 的 文化 劣势, 改动 了 一 场 以 教 


个 地 


会 学 校 为 中 心 的 教育 改革 。 这 场 教育 改革 由 亚 琛 的 查理 
曼 宫 廷 学 校 的 校长 阿尔 昆 (Alcuin，735 年 ~804 年 ) ? 
负责 。 阿尔 昆 还 开发 出 了 加 洛 林 小 写 体 。 这 是 现代 罗曼 
他 的 3 个 儿子 反目 相向 ， 

匹 没有 达到 预期 的 目标 。 但 是 
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在 教区 学 校 和 修道 院 ， 科 学 研究 并 没有 完全 中 断 。 
罗马 时 代 设 置 了 7 门 基础 课 : iA. BR. EH. 
几何 、 算 术 、 天 文 以 及 音乐 。 由 所 设 课程 可 以 看 出 ， 数 
学 是 这 些 课 程 的 主要 组 成 部 分 。 但 是 事实 上 , SATS 
握 数学 的 程度 要 求 很 低 。 波 伊 提 乌 (Boethius, 24 480 
年 ~ 524 年 )2 可 能 是 罗马 帝国 最 早 的 数学 家 .。 他 编写 了 
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BER -MANEH (E 
党 珍珠》 中 的 天 文学 示意 
图 .图 中 人 物 手 中 个 着 一 
个 四 分 仪 , MX S y A 
KREURRN TAMER 3 
PHa, 


ORFES., + Doe 
者 . 哲学 家 、 神 学 家 、 政 
GK. HREEL SRE 
fEE dE TRA. 
HELSRE RAF 
作 . FA CE FE EE REED) 
等 一 一 编 注 。 
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| 四 道 (算术 、 几何、 天文, 音乐 ) 的 规范 教程 。 他 的 《 算 
术 》 是 亚历山大 后 期 毕 达 哥 拉 斯 学 派 尼 科 马 霍 其 
(Nichomacus， 约 60 年 - 约 120 年 ) 所 著 的 《算术 人 
门 》 的 简化 本 。 波 伊 提 乌 的 《几何 》 基 于 欧 几 里 德 的 《 几 
向 原本 》 前 四 卷 ， 但 是 MATERIEN, (RIŽ) 是 


托 勒 密 的 《天 文学 
大 成 》 的 删节 本 。 
《音乐 》 则 是 从 希腊 
资料 中 简 编 而 来 的 。 
这 些 课程 的 目标 似 
| 平 是 为 了 维持 名 学 
` | 科 的 最 低 水 准 ， 而 
E | 不 是 为 以 后 的 科学 
de | 研究 做 准备 。 数 学 
F | 主要 是 用 于 计算 历 
TO | 法 和 复活 节日 期 。 
CELL IIT 
的 计算 都 需要 天 文 
学 的 知识 。 由 于 在 
基督 教 国家 与 伊 其 
兰 教 国家 接壤 的 地 


rere cuc s o px JU 
GE | 同 寻 常 的 学 术 交 流 ， 使 得 拉丁 欧洲 的 科学 再 度 复苏 。 
TASTAEAS. | ”由 于 先知 穆 军 默 德 及 可 兰 经 的 教义 m 阿拉 伯 人 发 动 
从 制作 四 分 仪 到 木工 | 


A 了 一 场 征服 波斯 帝国 和 东 罗 马 帝国 的 战争 ,阿拉伯 与 拉 
| 丁 欧洲 的 边界 从 西班牙 的 南部 及 西西 里 一 站 延伸 到 了 东 
| 部 的 省 份 。 正 是 在 西班牙 , 特别 是 在 托 利多 城 ， 尽 管 基 
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Din 


^ E ee Le K a "cx Fr OW. S . 3 We. 4. H E CE: Vo SN wol € COS Gov og *os RR C EJ L < OR à 
Dom BO s SR 3) Ca 0 CHER 0! 0 qe uj d s fgets ge E E zu UR 
i š OG APT e O, C PS Be ER i E t E E ge. 972 C g? de 
Ë ao et a a e E aaa a a an aa a R a a e a a aae i ea R e eE e oE ua A ienga OSENG E D eae e TA a 5 
+, x Td zi : ur ` TL FOE Nai: zi dx E E 
x | E" Soon" oS: Be, iE + 58 | Š + Sl Re Ré Së ef gr 
NN DE ME id m ^ 


uu ETT xcu ccce A a ee te at ta UP te s 


督 教 文化 和 伊斯兰 教 文化 之 间 冲 突 不 断 , 两 种 不 同 的 文 
化 之 间 仍 进行 着 学 术 上 的 交流 ,在 十 字 军 东 
征 的 两 个 世纪 期 间 , 形成 了 如 此 自由 的 学 术 
氛围 几乎 可 以 说 是 一 种 奇迹 。 在 公元 8 世纪 
阿拉 伯 人 入 侵 之 前 , FERS Be TAL 
首都 。 但 是 在 公元 11 世纪 末 被 基督 教 军队 
夺回 。 科 尔 多 瓦 成 为 伊比 利 亚 的 首都 。 科 和 尔 
多 瓦 的 伍 麦 叶 统 治 者 要 把 科 尔 多 瓦 建成 在 城 
市 规模 上 及 学 术 水 平 上 , 都 超过 阿 拔 斯 王朝 
时 期 的 巴 哥 达 的 大 都 市 。 作 为 伊斯兰 最 后 堡 
全 的 格拉 纳 达 ， 直 到 1492 年 穆斯林 和 犹太 
人 被 基督 徒 赶 走 为 止 一 直属 于 伊斯兰 .阿拉伯 西部 边境 
成 了 与 巴 哥 达 娘 美 的 艺术 科学 的 港口 。 在 科 尔 多 瓦 , E 
督 徒 、 穆斯林 和 犹太 人 共同 合作 , 编写 了 一 本 关于 重要 
研究 成 果 的 大 全 ， 并 将 其 翻译 成 阿拉 伯 语 、 拉 丁 语 、 9 
腊 语 、 和 希 伯 来 语 和 卡 斯 提 语 等 各 种 版 本 。 对 于 欧洲 来 
说 ， 这 是 重新 发 现 希 腊 、 印 度 和 阿拉 人 数学 的 关键 时 
期 。 从 11 世纪 到 12 世纪 ， 从 活跃 在 这 一 地 区 的 许多 科 
学 家 的 名 字 中 , 可 以 看 出 托 利多 是 一 个 国际 都 市 : 切 斯 
特 的 罗伯特 (Robert of Chester )、 迈 克 尔 … 斯 科 特 
(Michael Scot)、 卡 林 西 亚 : dj B(Hermann of 
Carinthia)、 蒂 沃 利 的 柏拉图 (Plato of Tivoli). ELS 
莫 的 欧 几 尼 奥 (Eugenio of Palermo)、 布 鲁 格 斯 E 
夫 (Rudolph of Bruges)、 塞 维 利 的 约翰 (John of 
Seville) . 克 雷 莫 纳 的 杰 拉 德 (Gerard of Cremona) PA 
巴 斯 的 阿 德 拉 德 (Adelard of Bath). 

巴 斯 的 阿 德 拉 德 (1075 年 ~ 1160 年 ) ?可 能 是 当时 


使 用 北极 星 观 测 仪 的 
4s XXX, 2 
LSTA TR MH 
时 。 


加 已 斯 的 阿 德 拉 德 ， 
英国 经 院 哲 学 家 和 疝 
拉 伯 科学 知识 的 早期 
TEZ. YH CLA 
原本 》 的 阿拉 伯 语 本 
译 成 拉丁 文 ， 此 书 兽 
作为 西方 主要 几何 学 
教 本 历时 数 百年 。 荐 
A GER S*). CE 
然 问题 )》 等 一 编 注 ， 
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最 著名 的 翻译 家 。 由 于 无 缘 于 学 者 名 单 而 显得 更 加 引 人 
注目 。 我 们 认为 他 的 关于 阿拉 伯 人 的 知识 得 自 于 西西 
里 。 虽 然 西西 里 早 在 100 年 前 就 从 阿拉 伯 人 的 手中 到 了 
| 法国 诺 曼 底 人 之 手 , 但 是 伊斯兰 的 研究 精神 仍然 流传 了 
下 来 。 阿 德 拉 德 于 1126 年 把 花 拉 子 密 的 《天 文 表 》、 于 
1142 年 把 欧 几 里 德 的 《几何 原本 》 从 阿拉 伯 文 翻译 成 拉 
本 文 。 大 约 在 1155 年 又 把 托 勒 密 的 《天 文学 大 成 》 从 
| 希腊 文 翻译 成 拉丁 文 。 人 们 对 阿 德 拉 德 的 了 解 仅 限于 知 
道 他 曾 周 游 法 国 、 意 大 利 及 土耳其 等 地 。 

onmamanam, | ”也 许 克 雷 莫 纳 的 杰 拉 德 (1114 年 ~ 1187 年 )? 是 最 
s ganana | 伟大 的 翻译 家 。 据 说 他 有 85 部 翻译 作品 。 他 到 托 莱 多 


语 ， 留 居 该 地 终生 。 据 | 

RIRO AACA 的 本 来 目的 是 通过 学 习 阿 拉 伯 语 来 阅读 托 勒 密 的 《天 文 
REME (RIFA ， 学 大 成 》。 当 时 还 没有 拉丁 文 版 的 《天 文学 大 成 》。 之 后 
a 1515 和 4 抽 全 入， 他 就 一 直 留 在 托 莱 多 ,从事 数 学 、 科 学 和 医学 的 翻译 工 
3 | Me. 其 中 包括 欧 几 里 德 的 《几何 原本 》 的 萨 比 特 : 伊 本 ` 
DFAA PROE | 库 拉 8 的 阿拉 伯 语 版 的 修订 版 ,这 一 译 著 改进 了 阿 德 拉 
MANU | RTE BA 切 斯 特 的 罗伯特 于 1145 年 首次 翻译 了 
阿拉 从 伊斯兰 文化 | 花 拉 子 密 的 《代数 学 》。 正 是 在 这 一 时 期 ， 许 多 现代 通 
ARAIA. | 用 的 专业 术语 被 引进 欧洲 。 通 常 这 些 术语 来 自 于 对 技术 
词 并 .的 误解 和 拙劣 的 音译 ,例如 , 单词 “Algorithm” 是 
花 拉 子 密 的 名 字 "alKhwarizmi" Hitik, m “algebra” 
则 是 从 他 的 代数 著作 “Hisab aljabr w' almuqabala 
( 移 项 与 化 简 的 科学 》)” 中 的 “aljabr” 的 音译 得 来 的 。 
在 原 书 名 中 ，“aliabr” 意 为 “ 移 项 ”， 在 该 书 中 指 的 是 
化 简 方 程式 中 负 项 的 方法 。 BER “nadir (最 低 点 )”、 
“zenith (最 高 点 )”、“zero (FAY DAR. “cipher ( 零 )” 


等 均 是 这 一 时 期 的 产物 。 


时 隔 不 久 , 一 股 新 的 研究 热潮 激 起 了 对 新 知识 的 追 
求 。 早期 的 教会 教条 吸收 了 许多 柏拉图 的 哲学 思想 。 然 
而 , 由 于 对 柏拉图 这 样 的 异 教徒 哲学 的 惧怕 , 东 罗 马 帝 
国 旺 帝 关 闭 了 位 于 雅典 、 持 续 了 900 年 的 相 拉 图 学 园 。 
几乎 与 此 同时 , 亚 里 士 多 德 的 逻辑 成 为 了 波 伊 提 马 三 学 
科 之 一 。 虽 然 方 式 不 同 , 柏拉图 和 亚 里 士 多 德 都 与 基督 
教 的 教义 紧密 相关 。 因此, 对 希腊 科学 和 哲学 的 重新 评 
定 被 认为 是 在 某 种 程度 上 对 教会 尊严 的 攻击 。 亚 里 十 多 
德 在 许多 科学 领域 著 书 立论 ， 包 括 力学 、 光 学 及 生物 


14 世 包 隔 布 拉 早 。 
REM HAH Hd 
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| 学 。 不 幸 的 是 , 尽管 他 强调 观察 的 重要 性 , 但 是 他 的 很 
| 多 理论 与 客观 现实 相 矛 盾 。 与 之 相反 , 柏拉图 关于 科学 
ha | 的 著作 相对 较 少 ,而 且 通 常 轻 视 实践 , 但 是 他 强调 数学 
E ERREUR | 在 描述 宇宙 时 的 重要 性 , 亚 里 士 多 德 认为 数学 附属 于 物 
科 作 有 学 着 学 者 人 的 | 理学。 阿拉 伯 与 希腊 著作 的 翻译 版 间 的 相互 矛盾 使 这 一 
基督 教 世 界 一 编 注 。 状况 变 得 更 加 复杂 。 在 当时 , 优秀 的 研究 中 心 是 巴黎 和 
牛津 ,下 面 将 重点 考查 以 牛津 的 默 顿 学 院 为 中 心 的 称 为 


| 默 顿 学 校 的 运动 .新 生 的 科学 方法 将 展示 数学 的 中 心 作 
m 
i 


牛津 数学 家 及 天 文 拉 | 罗伯特 : 格 罗 斯 泰 斯 特 (Robert Grosseteste, 1168 


#19304, BAA] 年 ~ 1253 年 ) @ 倡 导 新 的 理性 主义 哲学 的 研究 。 他 在 时 
IATADTARA pops; XA 1215 年 到 1221 年 任 读 校 校长 ， 而 且 
ir | 在 1229 年 到 1235 年 期 间 任 牛津 地 区 方 济 各 会 的 教区 

= ç 长 。 接 着 他 担任 林肯 主 

Ps 教 , 数学 本 身 在 很 大 程度 
上 是 中 立 的 。 但 是 数学 和 
物理 的 结合 对 已 有 的 宇宙 
哲学 论 是 一 个 强 有 力 的 挑 
战 。 中 世纪 的 光学 充分 体 
现 了 这 一 点 。 格 罗斯 泰 其 
特 认为 光 是 整个 宇宙 的 基 
础 ,他 的 这 一 观点 以 及 其 
他 一 些 观点 倾向 于 新 柏 拉 
A MEEO 图 主义 。 格 罗斯 泰 斯 特 创 
二 一 一 — 建 了 宇宙 哲学 论 。 这 一 哲 
学 论 使 我 们 联想 到 字 宙 “大 爆炸 学 说 ”。 这 一 学 说 认为 : 
一 开始 宇宙 是 以 “原始 火球 ”的 形式 存在 , 这 个 火球 经 
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过 脱 胀 凝聚 成 星体 。 格 罗斯 泰 斯 特 主要 是 继承 了 如 海 桑 ? 
(拉丁 译名 是 Alhazen) 等 阿拉 伯 人 的 研究 工作 ， 同 时 还 
参考 了 如 亚 里 十 多 德 等 希腊 人 的 研究 , 格 罗 斯 泰 斯 特 主 
RIG KK, 在 空气 中 以 直线 传播 , 与 声音 的 
传播 相似 。 光 和 和 声 都 以 定 速 传播 , 但 显然 光 的 传播 速度 
更 快 . 他 研究 了 透镜 组 合 ， 并 且 将 其 用 于 放大 物体 。 阿 
拉 伯 人 在 11 世纪 就 已 经 研制 出 了 透镜 ， 虽 然 质 量 得 不 
到 保证 , 但 13 世 纪 意 大 利 北部 已 经 开始 加 工 生产 眼镜 。 
格 罗 斯 泰 斯 特 认 为 彩虹 是 由 于 云彩 的 透镜 效果 而 产生 
的 。 当 光照 射 到 云彩 时 被 云彩 折射 。 这 与 亚 里 士 多 德 的 
观点 不 同 。 亚 里 十 多 德 认为 彩虹 是 由 于 光 被 水 滴 折 射 而 
产生 的 。 格 罗斯 泰 斯 特 的 得 意 门 生 罗 格 培根 (Roger 
Bacon，1214 - 1294 年 ) 发展 了 这 一 理论 。 他 分 析 
了 彩虹 的 中 心 , 彩虹 的 直径 以 及 彩虹 、 太阳 及 观察 者 三 
者 之 加 的 空间 位 置 关 系 。 培根 同 格 罗斯 泰 斯 特 一样 , 认 
为 彩虹 是 由 光 在 云彩 内 部 的 折射 而 产生 的 。 这 些 折 射 来 
滨 于 各 个 水 滴 而 非 整个 云彩 。 培 根 的 著作 覆盖 了 数学 和 
科学 的 很 多 领域 , 但 是 他 的 一 生 是 以 一 个 制造 提神 药物 
的 医生 而 闻名 的 。 培 根 关 于 潜水 艇 和 飞机 的 想法 可 以 与 
FÆRA A (Leonardo da Vinci, 14524 ~ 1519 年 ) 
TRR. 德国 科学 家 弗 赖 贝 格 的 狄 奥 多 里 克 (Theoderic 
of Freiberg, 死 于 约 1311 年 ) 在 13 世 纪 末 发 展 了 光学 ， 
形成 了 现代 光学 理论 .他 用 充满 了 水 的 球形 水 翘 和 水 昌 
球 来 模拟 水 滴 进 行 实验 研究 。 他 的 观察 使 他 创立 了 光 的 


内 部 折射 理论 光谱 理论 。 人们 现在 通常 认为 这 一 理论 | 


是 钮 卡 儿 创造 的 。 但 是 ， 我 们 可 以 看 出 ， 早 在 300 年 前 
中 世纪 的 科学 家 们 在 光学 方面 已 经 取得 了 与 笛 卡 儿 相似 


DHR, 5965 年 - 
(039 年 ,阿拉伯 数学 
RARER, HH 
勒 密 时 代 之 后 第 一 个 
对 光学 理论 做 出 重大 
贡献 。 他 的 光学 论著 
1270 年 译 成 拉丁 文 ， 
BA CBR HF) 
一 一 编 注 。 


@ Ed :培根 . 英国 方 
济 各 会 修士 .哲学 家 ， 
科学 家 和 教育 改革 家 ， 
著 有 《大 著作 》《 小 著 
作 》 和 《第 三 部 著作 》 
一 一 编 注 。 
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的 进展 。 

| ”但 是 ,教会 及 亚 里 士 多 德 的 权威 经 久 不 衰 。 罗 格 . 
ceunAnxsr HG: “如 果 我 有 超过 亚 里 十 多 德 的 力量 ， 我 会 把 
Cameo ree 他 的 著作 全 部 烧 掉 。” 他 认为 这 些 著作 过 度 依赖 哲学 孝 


长 条 而 不 是 基于 实验 观测 ,从 而 阻碍 了 科学 的 进步 与 当 
ee masa 时 的 其 他 知识 分 子 一 样 ， 这 一 思想 使 罗 格 HALA RR. 
奥康 姆 (William of Ockham, 约 1288 年 ~1349 年 )® 
持续 了 对 亚 里 十 多 德 的 攻击 。 他 坚 
持 主张 神学 和 自然 哲学 应 该 分 开 : 
它们 一 个 是 探讨 启示 论 的 知识 ， 而 
H X 另 一 个 是 从 实验 中 获取 知识 。 曾 经 
i SN 被 格 罗斯 秦 斯 特 提 及 而 现在 被 称 为 
ss ZAR “奥康 剃刀 ”的 哲学 思想 认为 : 在 科 
3 | 学 领域 里 ， 我 们 应 该 寻求 符合 事实 
的 最 简 解 。 奥 康 姆 的 威廉 指责 了 神 
学 和 学 院 派 哲 学 企图 通过 建立 在 绝 
对 假设 基础 上 的 演绎 系统 来 解释 物 
理 现象 的 做 法 。 中 世纪 的 科学 家 们 
试图 寻找 一 种 用 数学 语言 表述 的 演 
| 绎 方法 ， 以 从 实验 数据 推导 出 自然 
界 的 假说 。 由 此 我 们 可 以 看 到 , 中 世 
kape rara l 纪 的 科学 家 们 尽 了 最 大 的 努力 来 他 
关中 一 个 环形 球 的 | 建 一 种 实用 的 经 验 主义 哲学 。 
TS 肆虐 欧洲 的 鼠疫 使 奥康 姆 的 威廉 于 1349 年 英 年 中 
A KATAR Wi, 不 知 是 天 妒 奇才 , 还 是 教会 及 亚 里 士 多 德 的 权威 还 
t. 未 到 筑 灭 之 时 。 无 论 是 哪 种 原因 , 中 世纪 的 科学 精神 被 
‘HATO, 200 年 后 这 种 精神 才 得 以 复活 。 
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(£x 01471 年 ~1528 


年 . 文艺 复兴 时 期 德国 
最 重要 的 油画 家 、 版 画 


透视 法 作画 。 


公元 前 1 世纪 ， 罗 马 建 


艺 复兴 时 期 、 巴 洛克 以 


的 著作 成 为 古典 建筑 的 
经 典 一 一 编 注 。 


£, BARRERA 
期 建筑 师 。 幼 年 习 金 艺 


ER 2 BLS TE., F 


没 的 透视 学 原理 ,代表 
作用 圣 洛 仑 佐 教 堂 、 佛 


注 。 


EG Xu ——i8 
注 。 


文艺 复兴 


家 和 理论 家 一 一 编 注 ) | 
Bs CIE "Lu OR WE : 
法 》 (bt. 525 4) 
Eck TE Hp Pr HUE | 


许多 文献 都 质 绘 了 被 称 为 新 一 代 欧洲 人 党 醒 时 期 的 


意大利 文艺 复兴 .新 一 代 欧洲 人 对 古典 文化 的 研究 不 公 
| 仅 是 为 了 复古 , 而 是 希望 把 这 一 研究 与 新 体系 、 新 思想 
@ 维 特 重 威 ， 创 作 时 期 

| 和 新 研究 方向 结合 起 来 艺术 和 几何 的 结合 , 特别 是 透 
Am 工程师, EX GRE | 


mi» 的 作者 , 在 文 ， 视 法 的 使 用 , 充分 体现 了 这 一 点 。 在 透视 法 的 研究 取得 


成 功 之 前 ,许多 文艺 作品 中 已 经 体现 了 文艺 复兴 的 自然 


及 新 古典 主义 时 期 ， 他 | 
主义 风格 。 而 透视 法 的 使 用 , 使 观赏 者 的 视点 在 油画 的 
” 创作 中 得 以 体现 , 从 而 增加 了 油画 的 真实 性 。 透视 法 对 
x 和 条 建筑 学 也 是 极为 重要 的 .古典 建筑 风格 的 复兴 始 于 公元 
1 世纪， 其 理论 依据 主要 是 维特 鲁 威 * 的 《建筑 十 书 》。 
SANA EAS 9 重审 古典 建筑 物 的 研究 现今 仍然 在 持续 着 。 关 于 透视 法 
的 星期 研究 家 ， 如 菲利普 : MEARE (Filippo 
sisings a | Brunelleschi, 1377 4F ~ 14464) "RII TAF (Leon 
| | Battista Alberti, 14044 ~ 1472 年 ) s， 所 做 的 都 是 关 


于 如 何 把 有 关 建 筑 的 应 用 数学 与 几何 结构 结合 起 来 的 研 
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究 .而 最 早 讨论 如 何在 油画 中 应 用 透视 法 的 专著 是 皮 埃 
"7 . 德 拉 :弗朗西斯 卡 (Piero della Francesca, 约 1412 
年 ~ 1492 年 ) ?所 写 的 《绘画 透视 学 》。 

皮 埃 罗 - 德 拉 弗朗西斯 卡 是 佛罗伦萨 附近 的 圣 塞 
波 尔 克 洛 的 一 个 日 用 商品 经 销 商 的 儿子 .也 许 是 为 了 经 
营 家 族 生意 , 他 就 读 于 一 所 应 用 数学 学 校 。 当 时 的 意 大 
利 建立 了 许多 这 样 的 学 校 , 皮 埃 罗 自 小 就 显示 出 了 他 的 
聪明 才智 ,而且 由 于 生意 的 需要 他 完全 有 理由 成 为 一 个 
数学 家 。 但 是 他 决定 改变 这 一 生活 , 开始 给 一 位 当地 画 
KUFE. 他 熟练 掌握 了 数学 和 绘画 两 项 技能 , 这 使 他 
成 为 能 安然 人 坐 于 数学 和 艺术 两 个 编 年 史上 的 仅 有 的 几 
个 人 之 一 。 似乎 他 在 佛罗伦萨 的 时 间 很 短 。 事实 上 ,他 
大 部 分 著名 的 著作 都 是 在 乌 尔 比 诺 这 样 的 小 镇 中 完成 
的 。 皮 埃 罗 只 有 3 篇 论文 被 保留 了 下 来 ， 而 且 这 3 篇 论 
文 都 既 没 有 准确 的 写作 日 期 , 也 没有 原始 题目 在 介绍 
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_ xc) 数学 的 故事 


RE. 2 


QUEE). SPARE 
SHRIRE, APH 
#*5 55184 RAF 
R 里 讲 接 应 用 数学 的 
意大利 传统 做 法 相似 。 


@ F # W $ (pJ 8 - ES 
WH). 意大利 复兴 时 其 
人 文 主义 者 、 诗 人、 建筑 
WRECK, HERA 
研究 以 《绘画 ) 一 书 为 其 
ATE. 第 一 次 将 透视 画 
法 系统 化 。 另 写 有 (建筑 
学 十 书 》 一 一 编 注 。 


ORAT di. H 
西 斯 卡 ， 意 大 利文 艺 复 
UHNEPHÉXGBX. A 
象 数学 方式 和 专门 绘画 
技法 研究 入 手 ， 对 绘画 
透视 学 和 解剖 学 理论 有 
较 大 贡献 。 着 有 《绘画 
RES). (RPE 


人 体 》 一 一 编 注 , 
x 
79. | 
P 2: tC 
: a RK f ag 1 ict 
s & o7. às 


@@ 亚 历 山 大 的 帕 莹 斯 
活动 时 期 320 年 前 后 ,| 
亚历山大 时 期 最 后 一 | 
位 伟大 的 希腊 几何 学 
家 。 文中 所 提 “ 阿 基 米 ， 
德 多 面体 ”见于 其 所 
编 《数学 汇编 ) 第 五 篇 ， 
一 一 编 注 。 ` 


@ 开 普 勒 ,1571 年 ~ | 
1630 年 ,文艺 复兴 时 | 
期 有 德国 天 文学 家 、| 
占星 家 。 行 星 运动 三 
大 定律 的 发 现 者 、 近 
REFERA. SA, 
CE GEAR) | 
d. 


他 的 关于 透视 法 的 研究 之 前 , 有 必要 先 来 看 一 下 他 在 几 
何 学 中 的 一 个 新 发 现 。 人 们 认为 皮 埃 罗 重 新 发 现 了 5 个 


阿 基 米 德 立方 体 ,之 所 以 称 为 阿 基 米 德 立方 体 是 因为 公 
元 4 世纪 亚历山大 数学 家 帕 普 斯 * 认 为 是 阿 基 米 德 发 现 
了 这 些 多 面体 。 阿 基 米 德 立方 体 扩充 了 柏拉图 正 多 面 
Ik, 允许 含有 由 多 个 正 多 边 形 构成 的 面 . 1619 年 , FË 


勒 8 证 明了 共存 在 13 个 这 样 的 多 面体 。 其 中 5 个 阿 基 米 


德 立 方 体 可 以 通过 切割 柏拉图 正 多 面体 的 角 来 得 到 。 在 
皮 埃 罗 之 前 , 这 些 多 面体 是 用 语言 来 描述 构成 该 多 面体 
的 多 边 形 的 形式 给 出 的 。 而 皮 埃 罗 描 述 了 他 们 的 结构 ， 
并 且 函 出 了 它们 的 图 形 .尽管 在 其 中 的 某 些 图 中 所 用 的 


透视 法 不 十 分 正确 , 但 这 仍 是 一 个 巨大 的 进步 。 因为 在 


那 时 ,实用 几何 的 著作 中 大 多 只 是 粗略 地 画 出 这 些 立方 
体 。 例 如 ， 他 们 把 圆锥 画 成 一 个 三 角形 和 一 个 圆 的 交 。 
“1509 年 出 版 的 由 声卡 : 帕 乔 利 写 的 《神圣 的 比例 》 之 中 


《牧羊 人 日 历 》( 伦 ， 
敦 ,1506 年 ) 中 的 一 | 
Ñ AN. R4 | 
法 与 当时 使 用 透视 ; 
法 的 绘画 艺术 形成 | 


鲜明 的 对 比 。 | 


记载 了 皮 埃 罗 的 这 些 成 果 。 该 书包 括 了 由 帕 乔 利 的 朋友 


达 芬 奇 (1452 年 ~ 1519 年 ) 所 画 的 图 和 第 6 个 阿 基 米 
德 多 面体 。 

KIRI SF 15 世纪 的 文献 《绘画 透视 学 》 现 在 仍 
vm | AH TERE EL 
两 种 版 本 。 该 书 的 前 言 提 
| 到 该 书 只 探讨 用 于 油画 的 
| 透视 法 。 但 是 皮 埃 罗 及 同 
时 代 的 人 们 把 透视 法 的 规 
| 则 看 成 是 光学 的 一 部 分 ， 
| 而 不 仅仅 把 它 看 成 是 单纯 


’ 的 绘画 技术 。 为 了 使 画 看 


起 来 更 自然 , 关键 是 必须 使 画 符 合 人 类 的 视觉 规律 。 因 
此 ,大 眼 是 整个 作品 的 核心 。 如果 油 画 是 窗外 景色 的 速 


得 到 正确 的 视觉 效果 。 观 察 者 的 眼睛 必须 与 油画 的 水 平 
线 等 高 , 并 聚焦 于 油画 的 没 影 点 。 帮助 按 物 体 的 距离 进 
行 透视 缩小 的 截 线 与 油画 的 水 平 线 交 于 一 点 。 这 一 点 通 
常 在 画面 的 外 面 , 而 且 这 一 点 与 没 影 点 之 间 的 距离 是 观 
看 者 和 画面 之 间 的 最 佳 距离 。《 绘 画 透视 学 》 是 按 欧 几 
里 德 的 风格 写成 的 ， 并 参照 《几何 原理 》 的 格式 安排 定 
理 和 证 明 。 皮 埃 罗 给 出 了 一 些 把 实在 的 规则 图 形 ( 称 为 
“完美 " 的 图 形 ) 影射 到 画面 的 方法 。 这样 可 以 生成 “ 退 
化 ”的 图 形 。 之 所 以 这 样 说 ， 是 因为 这 种 图 形 是 表示 在 
平面 上 的 , 而 且 投 影 线 聚焦 于 观测 者 的 眼睛 。 皮 埃 罗 从 
把 一 个 方形 物体 投影 到 带 格子 的 平面 上 的 方法 出 发 , 展 
示 了 人 与 地 面 的 距离 和 “退化 ” 的 图 形 之 间 的 关系 。 然 
后 他 考查 了 其 他 多 边 形 , 给 出 了 它们 的 形状 以 及 从 某 一 
角度 观察 时 的 投影 图 。 皮 埃 罗 接着 研究 了 从 立方 体 到 柱 
Ik, 例如 六 棱柱 等 , 各 种 各 样 的 柱 体 在 投影 时 棱 长 的 投 
影 效 果 . 《绘画 透视 学 》 以 一 系列 各 种 视点 观测 的 人 体 
头 部 的 投影 图 结尾 。 

后 来 , 画家 和 建筑 师 以 及 剧院 的 布景 师 们 对 皮 埃 罗 
的 研究 成 果 做 了 详尽 的 论述 并 加 以 运用 。 透 视 法 对 当时 
油画 所 产生 的 影响 引起 了 一 些 争议 ,我 们 看 到 在 皮 埃 罗 
之 前 ， 透 视 法 已 被 用 于 绘画 中 ， 如 在 多 米 尼 科 ?的 《 圣 
母 领 报 》 和 保罗 马 切 洛 * 的 《 圣 罗 马 诺 之 战 》 中 都 有 
所 体现 。 我 们 可 以 从 皮 埃 罗 的 《基督 受 答 》 中 看 到 这 一 
方法 的 运用 ， 这 幅 画 可 以 看 成 是 他 的 论述 的 实际 体现 。 


ÑI 


回 多米 尼 科 .1438 年 - 
1461 年, 意大利 星期 文 
艺 复兴 画家 . tice 
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aang 《圣母 领 报 》 出 于 宗教 的 目的 ， 肖 像 画 
通常 比 纯 自 然 主义 油画 要 大 许多 ， 以 强调 它们 的 生机 
性 。 米 开朗 琪 罗 认 为 作画 时 没有 时 间 去 追求 数学 上 的 
精确 ,而 只 能 靠 目测 。 然 而 《 西 斯 庭 教堂 》 却 完全 是 按 
照 透视 法 画 成 的 。 而 在 《最 后 的 审判 》 中 ， 米 开朗 琪 罗 
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LAT RA BRASA | 把 画 的 上 部 夯 得 要 比 其 下 部 大 了 许多 ， 使 得 我 们 从 很 
LOGER em? | 远 的 地 方 也 能 看 到 他 们 。 这 是 我 们 在 书 上 看 这 幅 画 时 
BRREPHER, 得 不 到 的 效果 。 虽 然 艺 术 家 们 很 快 就 学 会 了 这 一 新 技 
OR, 但 这 一 艺术 手法 对 数学 的 纯洁 性 没有 太 大 的 帮助 。 
到 了 16 世 纪 ， 皮 埃 罗 在 人 们 的 记忆 中 与 其 说 是 一 
| 位 艺术 家 还 不 如 说 是 一 位 数学 家 。 他 关于 透视 法 的 论 
述 在 文艺 复兴 时 期 没有 出 版 ， 而 只 是 以 手稿 的 形式 传 
| 播 。 其 内 容 出 现在 他 人 的 出 版 物 中 。 很 多 作者 提 到 了 他 


š EN IX ` : 
Gm 2G E X. z E ARD A Em -I Ki E š 


RRF- Ah- # P. S X + 
LIC Ez t EIE 
Sk). AXOP THA SF 
透视 画 法 的 严格 使 用 和 宗 
救 需要 的 满足 ， 在 这 和 样 的 
建筑 学 构造 上 ， 人 物 苓 画 
HAKTE, 


%; 


2| d 
i ox 
ip an 
. X 
A +J 
* . 
de 3M 
* +< 
i wk 
AW 
e ow 
up 3 
lodi 3 


a 
* 
A 
x 
e 
ud 
Ld 
w 
is 
Bs 
被 
Be 
ls 
ww 


上 看 就 一 样 大 了 。 


这 复兴 | 数学 的 故事 


的 关于 透视 法 的 开创 性 工作 。 但是, 很 多 人 都 认为 他 关 
于 复杂 图 形 的 透视 分 析 难 以 理解 , 因此 , 许多 作家 都 忽 
略 了 他 的 难度 较 大 的 章节 .人 们 对 制作 观测 仪器 趣 来 越 
类 似 ， 它 们 可 以 帮助 艺术 家 们 用 透视 法 描绘 
物体 。 丢 勒 在 他 的 《圆规 直 尺 测量 法 》 一 书 
中 向 人 们 展示 了 一 些 这 样 的 测量 仪器 。 在 大 
部 分 仪器 中 都 有 一 个 表示 投影 线 的 绳 。 它 与 
一 个 带 有 可 移动 的 十 字形 金属 线 的 框架 相交 。 
图 像 通过 点 与 点 的 连接 画 出 。 另 一 个 选择 是 ， 
艺术 家 通过 一 个 四 方 的 格子 看 景象 ， 这 个 格 
了 起 到 了 类 似 于 坐标 系 的 作用 。 这 样 的 装置 
被 用 于 放大 图 形 。 

ZH (Albrecht Durer, 1471 Æ ~ 1528 4E) 是 18 
个 孩子 中 的 一 个 ， 出 生 于 纽伦堡 ， 父 母 都 是 匈牙利 人 。 
他 准备 跟随 父亲 做 珠宝 生意 。 但 是 当 他 13 AY, BB 
显示 出 了 非凡 的 艺术 才能 。 从 那 以 后 , 他 开始 学 习 绘 画 
和 雕刻 。 1490 5E, 丢 勒 开始 周游 各 地 , 逐渐 完善 基于 数 
学 的 新 的 艺术 思想 。 他 回 到 纽伦堡 后 , 开始 研究 欧 几 里 
德 、 维 特 鱼 威 、 由 乔 利 和 阿尔 贝蒂 的 著作 。 之 后 丢 勒 去 
博 洛 尼 西 拜访 了 由 乔 利 , 并 开始 了 他 上 自己 的 关于 艺术 和 
数学 的 研究 。 FSH PR FR 8] CPC ABE) (1514F ) 使 
得 他 声名 大 躁 。 他 从 腓 特 烈 三 世 (智者 )、 撒 克 森 选修 
和 神圣 罗马 帝国 皇帝 马克 西 米 连 一 世 那 里 得 到 了 高 额 的 
佣金 ， 并 拥有 一 家 兴旺 的 印刷 公司 。1523 年 ， 他 完成 了 
他 的 《比例 论 》。 但 因为 书 中 的 数学 内 容 对 他 的 读者 来 
襄 过 于 深奥 ， 所 以 丢 勒 把 它 改写 成 浅显 易 懂 的 《测量 
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数学 的 故事 cu 


| iE), 并 于 1525 年 出 版 。 除 了 早期 的 贸易 算术 外 ， 这 是 
| 第 一 本 用 德语 写成 的 数学 书 。 这 本 书 使 和 
| 勤 成 为 文艺 复兴 时 期 最 重要 的 一 位 数学 
| 家 。 该 书 大 部 分 是 关于 平面 几何 和 立体 几 
| 何 的 ， 也 包括 了 构造 法 和 透视 法 。 这 部 著 
| 作 的 一 个 重要 部 分 是 关于 立体 图 形 的 平面 
图 和 正视 图 的 论述 。 这 一 数学 分 支 现在 称 
为 画 法 几何 , 这 一 研究 涉及 到 了 建筑 和 工 
| Ë. 


| 


透视 几何 与 圆锥 截面 理论 一 一 对 圆锥 
进行 切割 ， 形 成 圆 、 抛 物 线 及 双 曲 线 等 图 
: — — 区 一 一 的 结合 产生 了 数学 的 另 一 个 新 分 


柏 术 图 字 客 的 象征 : 下 | 
taat CARRS | x 射影 几何 。 吉 拉 尔 德 : 德 所 尔格 (Girard Desargues, 


在 帕 共 利 的 著作 《 神 竺 . un 
的 比例 》(1509 年 ) + | 1591 年 ~ 1661 年 ) 9 是 一 个 博学 而 富有 的 里 昂 人 。 他 一 


eee | 生 中 很 少 发 表 作 品 。 但 他 一 直 作为 由 数学 家 和 哲学 家 马 
本 梅森 ?发 起 的 数学 小 组 的 一 员 进 行 数 学 研究 。1639 
sugar pae 年 他 发 表 了 一 篇 题 为 《 试 论 锥 面 与 平面 相 截 的 结果 的 初 


法 国 数学 家 . 引入 射影 


LHTEITKS, 所， 稿 》 的 论文 。 这 是 一 篇 难以 理解 的 文章 , 仅 发 行 了 50 部 。 
著 《 试 论 锥 面 与 平面 相 O 


Rigen) ae) — 射影 几何 的 依据 是 : 从 观察 者 的 角度 来 看 “完美 * 
s osa score 的 图 和 “退化 ”的 图 是 一 样 的 。 超越 油画 的 画面 来 推广 
AME, REMEH) 这 一 结果 意味 着 原始 图 形 可 以 投射 到 无 穷 多 个 平面 上 


得 以 重见天日 一 一 编 注 .| 


去， 而 且 从 某 个 固定 的 视点 看 ， 这 些 投影 都 是 一 样 的 。 
ORT WA 1588 年 ~ | 德 扎 尔格 观察 了 在 这 样 的 投影 变换 下 图 形 的 哪些 性 质保 


1648 年 ,法 国 数学 家 、 自 


nevnnenn. T| 持 不 变 。 他 的 功绩 是 重新 给 出 了 圆锥 曲线 的 一 般 处 理 手 
这 是 推 # 册 了 RS | 法 。 他 不 是 把 这 些 圆锥 曲线 看 成 独立 的 个 体 ,而 是 把 它 


“于 长 和 人 的 下 全 | 们 看 成 圆 沿 圆锥 线束 的 投影 变换 ,例如 一 个 倾 人 的 圆 在 


S) — 4i. x 此 体系 下 就 是 一 个 椭圆 。 
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这 种 方法 的 精妙 之 处 在 于 : 只 要 对 一 个 圆锥 曲线 ， 
例如 圆 , 建立 一 个 定理 , 就 可 以 通过 适当 投影 把 该 定理 
推广 到 其 他 圆锥 曲线 上 。 尽管 如 此 , 德 扎 尔格 的 功绩 只 
是 给 出 了 一 个 新 方法 而 不 是 建立 了 一 个 具有 突破 性 的 定 
理 。 与 此 同时 , f+ 
儿 的 代数 几何 取得 —— &XHHMIGREÍDBSNIEAHEAREAH 
FRR. EF mb BIKAR RHA BUB, TIERE B 
儿 认 为 如 果 把 德 扎 是 尽管 这 些 人 花费 了 复 大 的 功夫 ,但 次 有 有 借用 任何 
尔格 的 研究 用 代数 HF, BZ fB. EA XEWIREL IH AERE 
语言 来 表示 , 那么 他 HT A 12233 2, RANA, 在 何人 
的 研究 会 更 容易 理 AT E BE 2 E E REAR. Z EA BUE dA z KA 
‘GK, SKIL SET ETT EIDZE E, CREW ARTE BR ZR 
认 , 他 的 代数 几何 与 EI. 
FLRW zu (WM ER), 15254 
能 只 是 在 风格 上 有 
所 不 同 , 但 在 内 容 上 并 没有 什么 区 别 。 但是， 数学 家 们 
正 忙 于 研究 数学 的 其 他 方向 , 德 扎 尔 格 的 工作 逐渐 被 遗 
忘 。 他 的 射影 几何 和 画 法 几何 都 是 到 了 19 世纪 初 才 重 
新 被 建立 在 健全 的 数学 基础 之 上 的 。 
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比 林 斯 利 写 于 1570 年 的 
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该 书 由 约翰 d MILLE 
年 -608 年 , 英国 炼金 术 | 
士 、 占 星 家 和 数学 家 . 对 | 


英国 数学 的 复兴 ,有 重大 | 16 世 纪 的 欧洲 充满 了 7 机遇 和 和 希望 ,之 前 的 200 年 天 


贡献 一 一 编 注 ) EF, R 
BERK ETHER: RH 


MATE RCS. 


| 灾 人 祸 使 欧洲 大 陆 极度 动荡 不 安 。14 世纪 中 期 发 生 的 
| 鼠疫 不 分 贫 富 、 不 分 地 位 地 香 食 了 近 一 半 的 欧洲 人 口 。 
| 英法 之 间 的 近 100 年 的 战争 又 从 肉体 上 和 精神 上 严重 地 
摧残 着 侥幸 逃脱 鼠疫 的 人 们 。1453 年 , BT Bie 
于 土耳其 人 的 手中 ， 这 象征 着 东 罗马 帝国 末日 的 到 来 。 
与 此 同时 , 尊重 传统 与 教养 及 个 人 自由 的 意大利 文艺 复 
| 兴 和 人文 主 义 传统 取得 了 丰硕 的 成 果 , 印刷 术 和 雕刻 技 
术 的 发 明 使 新 思想 比 以 往 任何 时 候 都 得 到 了 更 加 广泛 的 
传播 。 同时， 欧洲 人 还 注视 着 外 面 的 世界 。 海 上 探险 、 
| 征服 和 贸易 等 活动 都 在 不 断 增 加 ,航海 和 贸易 的 需求 促 
| 使 下 两 个 世纪 的 数学 得 以 迅猛 发 展 航海 需要 精确 的 航 
海 图 、 天 文 图 ， 贸 易 则 需要 有 效 的 会 计 学 。 但 是 ,在 公 
元 1500 年 左右 ,制图 及 会 计 学 都 没有 取得 足够 的 进展 。 
代数 学 、 三 角 学 、 几 何 射影 学 、 对 数理 论 和 微 积分 学 都 
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有 待 于 开发 和 进一步 完善 。 在 回顾 这 些 发 展 之 前 , 有 必 
要 了 解 一 下 当时 数学 地 位 得 到 提高 的 前 因 后 果 。 

正如 我 们 以 前 看 到 的 那样 , 数学 是 修道 院 学 校 培训 
的 主要 课程 。 这 里 所 培训 的 课程 是 算术 、 几 何 . 音乐 和 
天 文 四 道 。 但 是 , 由 于 当时 对 古代 教科 书 的 过 度 盲从 及 
对 教会 尊严 的 维护 , 这 一 狭隘 的 数学 需求 限制 了 数学 的 
E. Wig “Mathematicus” IER “HAR”, mjit 
也 表示 “占星 家 ”( 开 普 勒 曾 抱怨 到 他 计算 占星 牌 所 得 的 
报酬 远 比 他 从 事 天 文 研究 所 赚 的 钱 多 )。 虽 然 当 时 欧洲 
还 没有 专业 的 数学 家 , 但 是 欧洲 经 济 的 发 展 迫 切 需 要 财 
会 和 贸易 人 才 。 这 些 职 位 由 行 会 和 工匠 作坊 的 人 获得 ， 
而 不 是 大 学 里 的 专业 人 才 。 在 文艺 复兴 时 期 , 商人 的 子 
弟 们 在 学 校 或 作坊 里 可 以 学 到 基础 数学 的 完整 知识 。 正 
是 在 这 些 地 方 阿拉 伯 数 字 开 始 流行 。 

这 种 新 的 数字 体系 从 12 世纪 开始 通过 阿拉 伯 教 科 
书 到 拉丁 文 的 翻译 逐渐 被 人 们 所 接受 . 1202 年 , 比萨 的 
KAKE, HERIR (Fibonacci, Leonardo of Pisa, 
约 1180 年 -~ 约 1250 年 ) 出 版 了 他 的 《 算 经 》。 虽 然 现 
在 人 们 认为 该 书 是 数学 的 里 程 碑 , 但 当时 人 们 却 认为 该 
书 不 如 萨 克 罗 博 斯 科 ( Sacrobosco, John of Halifax, 
约 1200 年 ~ 1256 4E) 的 《数字 计算 技术 》。 不 幸 的 是 , 
《 算 经 》 的 书 名 (Liber Abbaci) RAS GRR. HA 
两 个 b ”的 术语 “abbacus” 指 的 是 使 用 新 数字 体系 的 
计算 方法 ， 与 称 之 为 算盘 (abacus) 的 计算 装置 无 关 。 事 | sanus 意大利 
KE, 使 用 新 数字 体系 的 计算 方法 和 使 用 算盘 计算 的 计 | ERA E 


促进 了 印度 阿拉伯 


算 方法 的 拥护 者 之 间 处 于 一 种 敌对 状态 ,人们 把 使 用 新 | fees n 
出 了 以 他 命名 的 数列 


数字 体系 进行 计算 的 人 称 为 “算术 家 (algorist)”， 而 — gs. 


RAFAH: SHH (15105 —1558 3. X 
国 数学 家 ,他 的 第 一 枇 用 英语 写 的 基础 算术 和 
代数 副科 书 成 为 伊丽莎白 时 代 英 格 兰 的 标准 读 
物 一 一 编 注 ) € (da XR) (1556 £) OK 
84567, (n X RD 是 字 宣 论 的 教科 蔬 。 在 
RBKABA YP SHERI OA RE AH 
VARRRR RHE: 无 知 站 在 不 安定 的 球体 
之 上 ， 而 知识 站 在 坚实 的 基石 之 上 。 
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把 仍 在 使 用 筹 算盘 和 算盘 进行 计算 的 人 称 为 “算盘 家 
(abacus)”。 一 个 精通 新 数字 体系 计算 规则 的 人 叫做 “ 计 
算 师 (maestro d' abbaco)”. 

在 《 算 经 》 中 ， 斐 波 那 契 深入 探讨 了 商业 数学 。 在 
国际 贸易 中 ， 商 人 们 不 得 不 应 付 多 种 不 同 的 度量 衡 体 
A, 以 及 不 同 货币 间 的 流通 问题 。 他 们 需要 一 种 有 效 的 
计算 方法 来 避免 
th BL Bt S. o 
1494 年 ， 帕 乔 利 | ve 
出 版 了 他 的 《 算 | 于 
AR. 几何 、 比 与 比 
例 集 成 》。 该 书 作 
为 关于 复式 短 记 
法 等 会 计 学 实践 
的 第 一 本 文献 而 
HATH. €E 
是 当时 实用 数学 
pet eet OMM 


算术 、 代 数 和 几何 。 最 早 的 关于 算术 的 出 版 物 出 版 于 | 的 理 沦 和 应 及。 这 一 仪 
BAATMEKMRE 


1478 年 的 特 雷 维 索 , 作者 不 详 。 这 一 时 期 出 现 了 一 批 受 open PA, ilt, 
过 算术 、 航海、 测量 等 应 用 数学 训练 的 人 才 。 这 一 时 期 kasarana a 
的 符号 体系 还 没有 固定 下 来 .小 数 仍 是 以 六 十 进 制 和 单 

位 分 数 的 形式 表示 的 。 十进制 小 数 在 16 世 纪 开 始 流行 。 

但 是 在 天 文学 的 计算 中 仍然 使 用 六 十 进 制 . 十 进 制 的 小 | oaa. 15504- 
数 由 于 内 皮尔 ?的 推行 而 开始 流行 。 et 


对 数 发 明 人 , 设计 计算 


不 使 用 惯用 的 拉丁 文 , 而 是 使 用 当地 语言 制作 教科 | ABE. FA ono 


的 对 数 规 则 之 描述 ) 等 


书 ， 使 得 数学 教科 书 被 更 多 的 人 们 所 接受 。 与 此 同时 ，| — as. 
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数学 的 故事 [数学 的 K 人 化 


| 这 样 的 做 法 也 产生 了 一 些 语言 障碍 。 亚当 : 里 斯 在 德语 
教科 书 中 推进 了 新 阿拉 伯 数 字体 系 的 使 用 。 罗 伯 特 - 
| 雷 科 德 (Robert Recorde, £5 1510 年 1558 年 ) 可 能 是 
最 早 的 数学 普及 者 。 他 写 出 了 第 一 部 英文 数学 教科 书 
i (EZE, 书 中 还 包含 了 他 的 算术 研究 成 果 。 这 部 关 
| 于 算术 的 教科 书 在 150 年 后 仍 被 出 版 。 该 书 的 大 部 分 是 
| 以 对 话 的 形式 写 出 的 。 其 中 含有 很 多 宣扬 他 的 教育 目的 
的 对 话 和 实例 使 读者 能 够 通过 各 种 途径 进行 自学 . 他 
被 引用 最 多 的 著作 是 关于 初等 代数 的 教科 书 《智力 磨 
石 》(1557 年 )。 这 本 教科 书 首次 使 用 了 等 号 (=)。 而 
在 雷 科 德 的 《学 问 之 路 》(1551 年 ) 一 书 详细 地 描述 了 
两 个 鲜明 对 比 的 数学 观点 : 一 个 是 把 数学 看 成 是 实用 
工具 ; 另 一 个 是 把 数学 看 成 是 美学 研究 的 一 部 分 。 雷 科 
德 极力 主张 真理 高 于 权势 , 把 数学 看 成 是 寻求 真理 的 崇 
高 的 技术 。 这 样 的 观点 可 能 不 被 所 有 人 接受 , 因此 尽管 
| 他 担任 着 布 里 斯 托 尔 铸币 厂 的 审计 员 及 爱尔兰 一 个 矿山 
| 的 测量 员 , 但 他 却 仍 死 于 监狱 , 这 很 可 能 是 因为 政治 上 
HER, 
| 雷 科 德 的 同事 约翰 . 迪 (John Dee, 15274 ~ 1608 
E) 与 雷 科 德 一 样 ， 虽然 在 事业 上 飞黄腾达 ,晚年 却 是 
| 贫困 流 倒 。 迪 和 雷 科 德 两 人 都 是 摩 寺 科 维 (俄罗斯 ) 公 
| 司 的 航海 和 绘图 顾问 。 迪 于 1577 年 写 了 《航海 的 完美 
| 艺术》。 但 是 他 的 主要 兴趣 是 当时 左右 着 伊丽莎白 一 世 
| 的 新 兴 的 新 柏拉图 神秘 科学 , 并 潜心 学 习 占 星 术 和 炼金 
OR, 他 是 伊丽莎白 王朝 的 占星 家 , 负责 计算 星座 图 和 监 
| 管 历法 改革 。 他 的 名 声 使 得 他 在 宫廷 中 令 人 既 尊 敬 又 害 


| 怕 。 虽然 在 伊丽莎白 加 园 之 前 ,， 迪 就 是 她 的 顾问 , 但 是 


他 仍 感到 宫廷 中 有 潜在 的 危险 ,他 需要 时 常 吹捧 日 已 的 
研究 对 国家 很 有 用 ， 以 此 来 保护 自己 。 事实 上 ， 当 他 从 
欧洲 旅行 归来 时 , 虽然 被 许诺 可 以 得 到 退休 金 , 但 最 终 
还 是 没有 得 到 这 笔 钱 ， 而 于 1608 年 死 于 贫困 。 迪 对 数 
学 的 最 大 贡献 是 给 后 来 当 上 了 伦敦 市 长 的 比 林 斯 利 所 翻 
译 的 欧 几 里 德 的 《几何 原本 》 作 序 。 这 是 《几何 原本 》 
的 第 一 个 英文 版 本 。 这 部 译 著 可 能 就 是 由 迪 编 辑 的 。 
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Hi LAKBEM RN, FARE. KA, RENEE 
IUIUS FUE, KHADR Re. ANE BLAKE 
JETER, 称 之 为 几何 学 。 BRERA ILE 
E, RELL. RHARIARAWHENHE? X 


ABRAM OIE? CJ, BURA ERI 
FREI: C) FHESHERUTERERH. KH 
ERRE HA? 是 有 什么 样 的 形态 ? 是 怎样 形成 的 ? LT 
diu. Ce) 


(6) RAATK RMR ER RPAGH HS, 这 一 
Re KG HE ERAERE LAK kya kW 
古方 法 LANGA: £B E. ALTEH RPTL 
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AARE CAE THERA ANE OLR 
大 》 的 光 于 几何 的 重要 科学。 这样 ， 无 论 是 大 学 的 学 者 
还 是 亲 通 的 大 众 ， 基 至 是 车 细 的 孩子 都 可 以 从 由 党 部。 这 
E—HAABAHAM, Ce) 


为 外 , ERBZRZKEZRALML, 已 经 掌控 了 你 
H K FA EAF MA y RAN — COEUR 1, KRAER FP 
FIRERRAHRRAR. BADIA LARFR, USB 
UEHARA. 331 4. A Zf m E REALE # ACHES 
等 各 种 和 名 样 的 目的 。 因 此 ,我 相信 设 杰 书 一 定 会 受到 大 从 
AR, CJ 


内 皮尔 人 的 1628 年 版 《对 
数 》 中 的 一 页 。 FH: 
布 桂 格 斯 在 内 皮尔 死 
后 完成 并 发 表 了 该 书 。 
*59€555 1 # x< * 
第 一 位 几何 教授 。 后 来 
这 一 版 本 的 内 容 被 巴 
贝 基 用 于 表格 误 基 分 
析 中 。 


EWE MH, AT E— 4 A. #£ IPS 
BAR, AF, KL DUREE MCA E GR BB EGRE, Tr 
AX AXE fE Eg. 


RE, KATE LEBBÀAITE, X 
人 WATT LR BH 


B. 


| 而 
f HB 33, SEL EE (几何 原本 ) É 
| AMALGAM BB (570 车 ) 
| 

约翰 - 内 皮尔 不 是 一 个 职业 的 数学 家 ， 
而 是 一 个 苏格兰 农场 主 ， 一 个 梅 奇 斯 顿 的 
大 财主 。 他 花费 了 大 量 的 时 间 经 营 财产 。 但 
他 还 抽出 时 间 来 撰写 各 种 主题 的 文章 ， 这 
也 使 他 卷 人 了 反对 天 主教 神学 的 运动 中 。 
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但 是 人 们 还 是 在 用 笔 和 纸 
来 进行 计算 ， 为 此 ， 人 们 
设计 了 各 种 提高 计算 速度 
的 方法 。 内 皮尔 有 两 个 大 
大 简化 计算 的 发 明 : 内 皮 
尔 算 筹 和 对 数 。 内 皮尔 算 
筹 是 一 些 刻 着 乘法 表 的 小 
BE. 把 这 些小 棒 排 成 一 列 
就 可 以 从 中 读 取 任意 长 度 
的 乘积 运算 。 这 些小 棒 的 
功能 是 将 长 的 乘积 转化 
为 简单 的 加 法 。 类 似 地 ， 
对 数 的 发 明 也 是 为 了 提高 
运算 速度 。 术 语 “ 对 数 ” 
(Logarithms) F * It 
例 (Logos) 和 “ 数 ” 
(Arithmos) 的 结合 。 数 
学 家 们 被 内 皮尔 揭示 的 “算术 级 数 ”与 “几何 数列 ”的 
”关系 所 震撼 。 利 用 这 一 关系 ， 窜 的 积 可 以 转化 为 智 的 
和 。 内 皮尔 认为 这 一 方法 可 以 运用 于 任何 罕 的 运算 。 他 
在 1614 年 写 的 著作 《 神 妙 的 对 数 规则 之 描述 》 一 书 中 
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尽管 在 当时 新 阿拉 伯 数 字体 系 已 经 得 到 了 广泛 的 使 用 ， | 
— 
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BAY PHERHR 
征 。 从 罗马 算 瘟 到 阿拉 
伯 数 学 的 迁移 异常 绥 
E. 两 种 体系 抗争 了 风 
MER, FZE, HK 
字 是 尝鲜 的 新 奇 ， 如果 
USE E PS T TES 


给 出 了 一 个 “内 皮尔 对 数 表 ”。 原 始 的 内 皮尔 对 数 没 有 21533171050 
数值 底 的 概念 。 他 把 单位 长 度 的 线段 分 成 107 份 ， 这 样 | 3. 
的 分 法 就 能 使 大 部 分 运算 足够 精确 。 他 定义 了 关系 式 
N=10’ (0.9999999) L, HALEN 的 对 数 。 利 用 上 述 
关系 式 可 以 得 出 : 107 的 对 数 是 0， 而 9999999 的 对 数 是 
e e m iW U s U em m UR aw S. t Sg. ee a e x 
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HB (1497 年 一 1543 年 ， 德 国防 案 和 
装 体 艺 术 案 , RAT FHACHHA AR, Heit 
重 对 象 表面 质感 与 装 体 品 细节 ， 不 注重 心理 
刻画 一 一 编 注 ) 的 《大 使 们 》(1533 年 )。 HE 
大 使 们 在 亨利 八 世 的 宫廷 里 劲 说 他 不 要 与 加 
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1, mi 107 3] 9999999 之 间 的 数 的 对 数 在 0 到 1 之 间 。 他 
给 出 的 是 三 角 函 数 对 数 表 ， 而 不 是 自然 数 的 对 数 表 。 这 
表明 内 皮尔 所 关注 的 是 如 何 处 理 在 天 文学 及 航海 中 需要 
的 见长 运算 。 FH- 布 里 格 斯 ?是 内 皮尔 的 一 个 崇拜 者 。 
他 是 牛津 大 学 的 第 一 位 几何 学 教授 .这 两 位 数学 家 都 同 
意 构造 一 个 更 加 易 用 的 对 数 表 , 使 得 1 的 对 数 等 于 0, 10 
的 对 数 等 于 1。 但 是 1617 年 内 皮尔 不 幸 去 世 。 至 今 仍 在 
使 用 的 以 10 为 底 的 对 数 的 研究 工作 就 落 到 了 布 里 格 斯 
的 肩 上 。 布 里 格 斯 绘制 了 从 1 到 1000 的 对 数 表 。1624 
年 , 布 里 格 斯 又 把 这 个 表 扩 展 到 100000。 这 两 个 表 的 对 
数值 都 精确 到 了 小 数 点 后 14 位 。 使 用 一 个 固定 的 底 的 
优越 之 处 在 于 在 计算 时 去 掉 了 107 这 个 因数 ， 揭 示 了 对 
数 的 决定 性 的 规律 ， 即 ， 积 的 对 数 等 于 对 数 的 和 ， 商 的 
对 数 等 于 对 数 的 差 。 现 在 的 计算 器 及 计算 尺 的 存在 使 对 
数 表 、 三 角 函 数 表 、 倒 数 表 成 为 多 余 之 物 。 但 是 ， 在 当 
时 ,， 布 里 格 斯 的 表 节 省 了 大 量 的 运算 劳动 , 因而 受到 欢 
迎 。 需 要 做 正弦 和 余弦 运算 的 航海 家 们 发 现 : 两 个 7 位 
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这 是 一 个 非常 流行 的 内 
皮尔 计算 畏 盘 仪器 。 初 
期 这 一 仪器 中 的 “要 
BR” RERORARE 
RAR, SARE PH 
“RM” LHRARFT 
f, GB 3. X 
RL, 该 仪器 把 兄长 的 
REF KAR RAG 
求 和 运算 。 


OQ¥yH- 布 里 格 斯 ， 
1561 年 ~ 16304, X 
国 数学 家 . 发 明 常用 
对 数 . 制订 常用 对 数 
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数 间 的 乘 运算 通过 取 对 数 被 简化 成 加 运算 , 再 反 过 来 在 
表 中 查 逆 对 数 就 会 求 出 结果 .在 这 以 前 一 个 这 样 的 计算 
需要 花费 一 个 小 时 , 因而 航海 家 们 计算 出 来 的 是 一 个 小 
时 之 前 的 位 置 ， 而 现在 只 需要 几 分 钟 。 

弗 兰 西 斯 . 培根 (Francis Bacon, 1561 年 ~ 1626 
^E) 既 不 是 数学 家 也 不 是 科学 家 ， 但 他 与 相 拉 图 一 样 ， 
对 科学 的 哲学 思想 产生 了 巨大 的 影响 。 在 伊丽莎白 女王 
时 期 , 培根 是 英国 国会 下 院 议 员 及 女王 的 私人 律师 .但 
到 了 1618 年 随 着 詹姆斯 一 世 的 登基 ， 培 根 的 事业 也 开 
始 腾飞 ， 成 为 官 廷 的 首席 法 官 。 在 国王 一 次 生病 期 间 ， 
培根 莫名 其 妙 地 由 于 受贿 而 遭 到 弹劾 。 尽管 这 样 , 詹 姆 
斯 国王 仍 付 给 培根 年 金 ,所 以 他 的 下 台 只 损伤 了 他 的 自 
PI, 而 没有 使 他 的 经 阐 受 损 。 培根 的 著作 积极 提倡 自 
然 哲 学 应 成 为 政府 和 王室 的 首要 议题 ,他 的 著作 《学 习 
的 进步 》 和 《伟大 的 复兴 》 献 给 了 詹姆斯 国王 ， 于 是 国 
王 命 他 为 科学 的 代言 人 。 培 根 的 作品 影响 了 以 后 的 牛 
顿 、 哈 雷 等 科学 家 ,还 商定 了 英国 科学 革命 的 基石 。 同 
时 培根 还 主张 建立 星 家 科学 院 , 他 的 地 位 意味 着 科学 得 
到 了 政治 和 财务 上 的 支持 。 知 识 就 是 力量 。 科 学 推进 了 
社会 的 繁 末 昌盛 , 这 就 是 培根 在 《新 工具 》( 1620 年 ) 中 
阐述 的 观点 。 培 根 对 数学 的 观点 倾向 于 应 用 认为 数学 
是 科学 的 语言 和 工具 .但 是 培 根 又 谨慎 地 预见 数学 不 是 
一 成 不 变 的 ， 新 的 研究 方向 会 不 断 出 现 。 商人 、 航 海 家 
及 科学 家 们 运用 数学 给 人 类 带 来 了 巨大 的 财富 .数学 不 
再 为 数学 家 们 所 独占 ， 成 为 了 被 大 众 所 掌 握 的 科学 。 
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年 ) 中 的 一 页 。 “三 度 | ka š 


曲线 列举 ”是 《光学 》 | 

中 的 一 个 短 附 录 . 在 该 | 

附录 中 .牛顿 列举 了 72 

种 不 同 的 三 次 方程 .并 ， 

画 出 了 它们 中 的 大 部 | 

分 曲线 。 在 这 里 , 牛顿 | 

首次 使 用 了 直角 坐标 从 希腊 时 代 起 ， 数 学 就 分 为 两 大 分 支 : 几何 和 代 

CUM Le 一 个 研究 几何 图 形 ; 另 一 个 研究 数字 。 但 是 , 这 两 
个 分 支 间 并 没有 真正 明确 的 界限 ,我 们 已 经 看 到 由 于 着 
| 眼 点 的 不 同 ,各 个 文化 时 期 是 如 何 偏重 于 其 中 某 一 分 支 
的 。 下 面 我 们 将 从 解 三 次 方程 式 的 故事 中 看 一 下 代数 的 
发 展 以 及 它 与 几何 的 关系 。 三 次 方程 式 的 现代 形式 是 : 
| ax3+bx2+cx+d=0. 
| 来 自 于 花 拉 子 密 的 代数 论文 《 移 项 与 化 简 的 科学 》 
的 题目 中 的 术语 “aljabr ( 移 项 )”( 第 7 章 ) 是 代数 
(algebra) 的 由 来 。 
花 拉 子 密 以 文字 形式 描述 了 他 的 代数 及 解 方程 式 的 
| 过程。 他 用 客观 存在 的 事物 命名 了 未 知 量 的 寡 : xX 名 为 
物体 ，x? 名 为 财富 ，x3 名 为 立方 体 。 这 些 名 字 不 是 一 
成 不 变 的 。 斐 波 那 契 在 1202 年 出 版 的 《 算 经 》( 第 10 章 ) 
中 , 他 除了 使 用 了 自己 的 命名 外 , 还 使 用 了 一 些 从 阿拉 


^ 
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伯 语 翻译 而 来 的 名 字 。 例 如 用 根 (radix) 来 命名 平方 | 
根 ， 用 立方 体 来 命名 x3。《 算 经 》 描 述 了 “9 个 印度 数 ， 
字 ” 和 “ 零 ?， 对 阿拉 伯 数字 的 传播 起 到 了 重要 的 作用 
(第 103€). 

在 花 拉 子 密 写 于 9 世纪 前 期 的 著作 之 中 , 他 把 二 次 
方程 式 分 成 6 种 类 型 ， 每 种 类 型 的 系数 和 解 都 是 正 数 
(第 7 章 )。 解 法 是 通过 几何 实例 加 以 证 明 的 。 而 且 这 一 
证 法 与 巴比伦 人 的 填补 正方 形 的 证 明 方法 在 本 质 上 是 一 
样 的 (第 1 章 )。11 世纪 欧 玛 尔 . 海 亚 姆 发 现 了 用 几何 
解 三 次 方程 式 的 方法 。 即 三 次 方程 式 的 解 可 以 通过 两 个 

”圆锥 曲线 的 交点 求 出 。 形 如 x3+ax=c 的 方程 式 的 解 可 
以 通过 一 个 圆 和 一 个 抛物 线 的 交点 来 求 得 (第 7 章 )。 与 
二 次 方程 式 一 样 , 这 里 三 次 方程 式 的 系数 和 解 都 必须 是 
正 数 。 欧 玛 尔 : 海 亚 姆 没有 找到 三 次 方程 式 的 一 般 代数 
解 .但 是 他 使 用 希腊 几何 解 代数 方程 式 的 方法 是 非常 新 
颖 的 。 用 他 自己 的 话 来 说 ， 代 数 是 被 证 明了 的 几何 实 
事 。 同 时 他 希望 后 来 的 数学 家 们 能 发 现 一 般 三 次 方程 式 
的 纯 代数 解 (遗憾 的 是 ， 欧 玛 尔 - 海 亚 姆 的 《代数 》 似 
乎 没有 像 其 他 阿拉 伯 教 科 书 那样 被 翻译 成 拉丁 文 )。 

数学 家 们 的 确 发 现 了 三 次 方程 式 的 一 般 代数 解 一 
即 通 过 有 限 的 代数 步骤 求 出 方程 的 解 ， 但 这 已 经 是 400 
年 后 的 意大利 文艺 复兴 时 的 事 了 ,三 次 方程 式 的 近似 解 
ep 


三 次 方程 式 的 论文 .该 论文 给 出 了 一 个 特殊 类 型 的 三 次 
方程 式 的 一 般 近 似 解 。 但 遗憾 的 是 , 他 没有 给 出 求解 方 
法 。 在 有 关 解 三 次 方程 式 的 传说 中 , 我 们 有 必要 特别 提 ， 
CURXABIEESOGUMSCHRTISSAHNSHUR AR 
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OFFRE- FRAR, 
又 译 卡尔 丹 ， 意 大 利 医 | 


| 题 彼 此 挑战 的 场面 。 在 这 一 时 期 很 少 有 新 结果 发 表 。 原 
| 因 是 不 公开 一 个 人 的 发 现 可 以 增加 他 在 资助 人 眼 里 的 地 


生 、 数 学 家 、 占星 术士 .| 位。 科学 家 们 之 间 的 交流 采取 了 挑战 形式 , 即 一 方 给 另 


对 斑 浆 伤寒 首次 提出 临 | 
RICK. ME CAR) | 
是 代数 历史 上 的 莫 基 石 

Z—— +. 胜利 者 的 声望 。 
@@ 费 罗 ， 意 大 利 数学 家 ，| 
据 信和 是 他 发 现 了 三 次 方程 | 
md 


16 4 9,45 d M DS, dox | 
书 的 编者 认为 : 应 有 必要 | 


一 方 提出 一 系列 的 问题 .赢得 这 样 的 挑战 会 进一步 提高 


| 三 次 方程 式 的 求解 方法 , 实际 上 也 是 四 次 方程 式 的 
求解 方法 , 是 吉 罗 拉 莫 :卡尔 达 诺 (Girolamo Cardano, 
1501 年 - 1576 年 ) ?在 他 的 《大 衍 术 》(1545 年 ) PR 
先 给 出 的 。 但 是 ， 这 一 解法 不 是 卡尔 达 诺 本 人 的 发 现 。 


提醒 读者 注意 罗马 数字 和 | 第 一 个 真正 的 解法 是 由 波 伦 亚 数学 教授 费 罗 (Scipione 


阿 柱 伯 数字 之 问 的 关系 。 
实际 上 ,至今 在 菜 种 场合 | 
我 们 仍 在 使 用 罗马 数字 。 | 
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| del Ferro， 约 1465 年 ~1$26 年 )2 给 出 的 。 他 没有 发 表 


他 的 解法 ， 而 是 传授 给 了 他 的 
学 生 玛丽 亚 ERR (Maria 
Fior)。 非 奥 尔 把 这 一 结果 看 成 
是 他 成 名 得 利 的 凭据 ， 在 解 题 
挑 成 赛 中 回 其 他 数学 家 们 挑战 。 
Ri, JER RUE BOE 
的 数学 家 ， 三 次 方程 式 的 求解 
方法 似乎 是 他 的 惟一 武器 。 另 
一 位 数学 家 尼 可 罗 . 丰 坦 那 
(Niccolo Fontana， 约 1500 
年 -1557 年 ) 当时 也 在 研究 三 
次 方程 式 的 解法 。 由 于 他 幼年 
在 布雷 西亚 受 法 军 攻击 时 挨 了 
一 马刀 , 愈 后 语言 失灵 , 故 被 称 
为 塔 尔 塔 利 亚 ， 即 意大利 语 的 
口吃 者 ， 并 以 此 闻名 于 世 。 


p ix ze 
De 


1535 年 ， 菲 奥 尔 与 塔 尔 塔 利 亚 相互 挑战 ， 而 在 2 月 12 
日 的 夜晚 , 塔 尔 塔 利 亚 声 称 他 也 解 出 了 三 次 方程 式 . 结 
果 塔 尔 塔 利 亚 赢得 了 挑战 赛 的 胜利 : 他 解 出 了 菲 奥 尔 | 
提出 的 所 有 问题 , 菲 奥 尔 却 没有 答 出 他 所 提出 的 任何 问 
题 。 x 

那 时 ， 人 们 认为 三 次 方程 式 不 是 单一 种 类 的 方程 
X. 而 是 与 花 拉 子 密 的 二 次 方程 式 一 样 , 按 等 号 两 侧 的 
内 容 分 成 不 同 的 类 型 。 因此 , 似乎 塔 尔 塔 利 亚 不 仅 给 出 | 


了 非 奥 尔 提 出 的 那 一 类 型 的 三 次 方程 式 的 解 ,而 且 还 解 ， 


出 了 其 他 一 些 类 型 的 三 次 方程 式 。 塔 尔 塔 利 亚 胜利 的 消 x 


息 传 到 了 卡尔 达 诺 的 耳 休 里 , 以 把 塔 尔 塔 利 亚 推荐 给 一 | 
位 投资 者 的 推荐 信 为 诱饵 , 卡尔 达 诺 说 服 了 塔 尔 塔 利 亚 | 
把 三 次 方程 式 的 解法 告诉 给 他 ,然而 ,1539 年 , 他 们 在 | 


| 
米兰 会 面 时 , 塔 尔 塔 利 亚 逼 迫 卡 尔 达 诸 起 拆 决 不 泄漏 这 x 
—R 这 一 督 言 是 以 隐 诗 的 形式 写 出 的 。 ERE 


r 
I 


水 达 庄 发 现 费 罗 的 养子 持 有 费 罗 的 原稿 并 获准 阅读 , 卡 | 


尔 达 诺 与 他 的 仆人 罗 多 维 柯 . 费 拉 里 (Ludovico 
Ferrari，1522 年 ~ 1565 年 ?还 在 解 一 般 三 次 方程 式 和 | 


四 次 方程 式 方面 向 前 近 了 一 大 步 。 卡 尔 达 诺 正 确 地 评价 Sztar aea e 


了 塔 尔 塔 利 亚 的 研究 工作 , 但 他 认为 , 费 罗 先 于 塔 尔 塔 ， 
利 亚 发 现 了 三 次 方程 式 的 解法 , 所 以 他 不 必 受 誓言 的 约 


束 。 塔 尔 塔 利 尔 被 这 一 背 信 弃 义 的 行为 激 经 。 为 了 寻求 | ® 


报复 , 他 在 一 本 书 中 讲述 了 他 自己 的 故事 。 在 长 时 间 的 | 
交锋 中 , 费 拉 里 始终 站 在 他 老师 的 一 边 。 费 拉 里 是 一 位 
才华 出 众 的 数学 家 。1548 年 , 塔 尔 塔 利 亚 从 威尼斯 一 个 
很 低 的 算术 教师 的 职位 突然 升 到 了 布雷 西亚 的 讲师 的 职 
位 。 他 向 费 拉 里 提出 挑战 , 认为 这 样 能 给 他 带 来 更 大 的 
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| 荣誉 并 且 能 够 复仇 . 但 是 他 太 低估 了 对 手 的 实力 。 两 人 
在 比赛 结束 之 前 不 欢 而 散 .这 对 塔 尔 塔 利 亚 产生 了 不 利 
| 的 影响 , 布雷 西亚 的 权威 们 后 来 拒绝 付 给 他 薪水 。 他 只 
| 好 回 到 威尼斯 教 他 的 课 ， 

与 塔 尔 增 利 亚 相对 照 , 卡尔 达 诺 出 身 贫 穷 , 并 一 直 
| 在 寻找 可 靠 的 支持 者 。 后 来 , 卡尔 达 诺 功成名就 并 且 积 
累 了 一 点 财产 。 卡尔 达 诺 是 一 位 不 同 寻常 的 人 物 。 他 是 
数学 家 、 物理 学 家 、 天 文学 家 、 财 什 和 异 教徒 。 他 被 物 
理学 会 拒 之 门 外 长 达 15 年 之 久 。 因 为 他 涉嫌 是 一 个 私 
| 生子 ， 而 实际 上 只 是 因为 他 出 言 不 示 ， 很 难 相处 罢了 。 
由 于 好 赌 使 得 他 濒临 破产 .但 是 他 的 确 建立 了 一 所 兴旺 
的 私人 医疗 诊所 ,并 从 1543 年 到 1552 年 在 米兰 和 帕 维 
亚 讲授 医学 课程 .他 被 介绍 到 苏格兰 为 圣 安 德 鲁 大 主教 
治 病 . 回来 后 , 他 在 帕 维 亚 大 学 任 医学 教授 。 大 主教 康 
复 的 消息 使 他 的 名 声 更 加 显赫 但 是 , 他 在 科学 上 的 巨 
大 成 功 被 极为 混乱 的 家 庭 生活 所 破坏 。 他 无 法 挽救 他 疼 
爱 的 长 子 的 性 命 ; 他 的 长 子 因 毒 杀 了 他 贪 禁 的 麦子 而 被 
判处 死刑 .他 的 长 子 的 妻子 的 家 族 借 机 大 肆 敲 诈 卡尔 达 
il. 卡尔 达 诺 不 得 不 离开 帕 维 亚 到 波 伦 亚 担任 教授 。 其 
后 ,他 的 小 儿子 又 偷 了 父亲 的 钱 去 付 赌 资 . 这 一 次 , 被 
激怒 的 卡尔 达 诺 告发 了 自己 的 儿子 , 使 他 的 儿子 受到 了 
ART. 卡尔 达 诺 在 波 伦 亚 没 有 多 少 朋友 。1570 年 , 他 出 
于 计算 了 耶稣 的 诞生 的 星 位 表 , 并 赞美 尼 禄 皇帝 等 异端 
行为 而 被 捕 。 但 是 , 令 人 惊奇 的 是 在 罗马 他 却 受 到 了 欢 
迎 ， 而 且 罗 马 教皇 同意 给 他 养老 金 。 他 的 赌 运 时 好 时 
坏 。 这 一 嗜好 导致 他 对 概率 论 进行 了 早期 的 研究 。 他 的 
自传 讲述 了 这 位 站 在 数学 革命 的 顶峰 的 人 的 传奇 和 令 人 
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惊叹 不 已 的 私人 生活 。 
卡尔 达 诺 的 三 次 方程 式 解 法 本 质 上 是 几何 学 的 “ 立 
方 体 填补 法 ”。 这 类 似 于 正方 形 的 填补 法 。 然 而 ， 该 方 
法 的 说 明 仍 采用 了 花 拉 子 密 的 风格 , 需要 元 长 的 语言 
R, 并 且 依 赖 于 三 次 方程 式 的 分 类 ,同时 仍 要 求 三 次 方 
程式 的 系数 为 正 数 。 通过 变换 , 他 把 复杂 的 三 次 方程 式 
转化 成 了 简单 、 可 解 的 三 次 方程 式 . 这 一 工作 使 得 卡尔 
达 诺 超越 了 费 罗 和 塔 尔 塔 利 亚 。 卡 尔 达 诺 还 注意 到 在 求 
解 的 过 程 中 会 产生 负数 的 平方 根 ， 而 对 着 这 些 复杂 的 | 
数 , 他 显示 了 科学 家 的 固有 的 慎重 态度 。 虽然 他 认为 这 
些 解 无 意义 , 却 没有 忽视 这 些 解 。 在 一 次 研究 中 ,他 花 
费 了 很 长 的 时 间 来 寻找 现在 称 为 共 罗 复 数 的 乘法 运算 规 
则 。 他 得 到 了 正确 的 答案 。 他 给 出 了 三 次 方程 式 有 虚 根 
的 条 件 。 但 是 没有 进一步 研究 这 一 新 型 的 数 。 在 1572 | 
年 ， 拉 菲 尔 : 邦 贝 利 (Rafael Bombelli, 1526 E ~ 约 
1572 年 ) 出 版 了 他 的 《代数 学 》。 在 书 中 ， 他 把 数 的 领 
域 扩张 到 了 平方 根 、 立方 根 和 复数 , 并 在 用 代数 解 几何 
问题 及 用 几何 解 代数 问题 方面 迈 出 了 一 大 步 。 但 遗憾 的 
是 ， 由 于 他 的 主要 研究 没有 被 其 编者 发 表 ， 到 了 20 世 
纪 才 得 以 出 版 .因此 他 对 当时 的 数学 没有 产生 太 大 的 影 
响 。 | 
在 欧洲 , 随 着 新 阿拉 伯 数 字体 系 的 运用 , 代数 得 到 
了 不 断 的 发 展 。1494 年 收 道 士 帕 乔 利 发 表 了 《算术 、 几 
何 、 比 与 比例 集成 》 一 书 。 此 书 被 认为 是 代数 学 的 第 一 | 
本 著作 , 帕 乔 利 的 代数 采用 了 语言 和 代数 符号 并 用 的 描 ， 
述 方式 .方程式 中 的 变量 通常 用 拉丁 文 的 柯 沙 或 德语 的 
“coSS ”来 表示 。 所 谓 的 柯 沙 艺术 ， 在 16 世纪 早期 的 德 | 
| 
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Fig- 657. 


KA “SMe | 
线 列举 "中 的 一 页 。 牛 
HH = A ë 8 p| 3” 
不 仅 是 代数 几何 的 成 
功 而 且 也 是 分 析 几 何 
的 成 功 。 APPAR | 


了 利用 计算 来 杨 示 曲 | 


线性 质 的 方法 。 此 页 
说明 了 用 代数 公式 计 


前 所 观测 草 线 围 成 面 | 
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| 国 ， 由 于 许多 著作 ， 例 如 《 柯 沙 论 》， 而 得 到 快速 发 展 。 
《 柯 沙 论 》 是 德国 的 计算 能 手 亚当 - 里 斯 (Adam Riese, 
1492 年 ~1559 年 ) 于 1524 年 所 写 的 。 我 们 现在 所 用 的 代 
| 数 符号 都 是 在 这 一 时 期 发 现 的 , 如 “+”、“-” 来自 于 德 
| E, “=” 来 自 于 英国 。 从 语言 代数 通过 各 种 符号 体系 到 
| 现代 的 符号 代数 的 转化 花费 了 几 百 年 的 时 间 。 一 个 需要 
集中 精力 解决 的 问题 是 确定 超过 三 的 高 次 宕 的 含义 。 由 
| 于 当时 代数 方法 需要 依赖 于 几何 证 明 , 而 没有 超过 三 维 
RAER, AKERE SKER TENEU 
乎 都 不 合理 。 为 了 突出 这 一 问题 , 人 们 使 用 了 特别 的 术 
VH. 四 次 客 通 常 被 称 为 “平方 -平方 "。16 世 纪 中 叶 ， 雷 
| 科 德 意识 到 有 必要 为 高 次 宕 的 使 用 意义 给 出 一 个 充分 的 
| 解释 。 他 指出 这 样 的 事实 : 一 个 边 长 是 平方 数 的 正方 形 
的 面积 实际 上 就 是 
一 个 数 的 四 次 宕 。 
因此 产生 了 术语 
“平方 -平方 ”。 
笛 卡 儿 (Rene 
Descartes, 1596 
年 ~1650 年 ) 的 
《几何 学 》 的 发 表 
Sree 突破 了 纯 几何 的 方 
ie uc. EGER (7T. 
究 仅 仅 是 《方法 


Coor ]. 


| 论 》 一 书 的 附录 。 而 且 在 之 后 rp MON 


i 
rer Paes 的 目的 是 建立 一 个 通 向 
| 正确 认识 物质 世界 和 精神 世界 的 关于 科学 的 哲学 。 用 数 
I 
4 
o8 
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学 语言 来 正确 描述 宇宙 ,需要 数学 语言 本 身 建立 在 一 个 | 
坚实 的 基础 之 上 。 尽 管 该 附录 的 名 字 是 《几何 学 》， 但 | 
实际 上 , 它 论述 的 是 代数 与 几何 的 给 合 一 一 就 是 我 们 今 
天 所 说 的 “解析 几何 ”。 笛 卡 儿 的 研究 证 明了 几何 构造 
与 代数 演绎 的 等 价 性 , 而 且 用 方程 描述 了 曲线 。 第 卡 儿 
还 打破 了 罕 是 几何 对 象 这 一 传统 的 观点 , 而 把 寡 看 成 是 
数 。 例 如 x? 不 再 是 一 个 图 形 的 面积 ， 而 是 一 个 数 的 二 
KE. 与 xX? 相 对 应 的 几何 结构 是 抛物 线 而 不 是 正方 形 。 
这 一 思想 把 代数 从 同 维 性 中 解放 了 出 来 , 同 维 性 要 求 一 
个 方程 式 的 每 一 项 都 有 相同 的 维 数 .例如 下 面 的 表示 方 
X xxx+aax=bbb 的 每 一 项 都 表示 一 个 立方 体 。 事 实 | 
上 ， 笛 卡 儿 曾 陶醉 于 探讨 xn ARIES. WRERE 
一 个 数 的 这 一 观点 是 如 此 的 强大 , 以 至 于 在 数学 中 , 我 
们 不 再 把 x? 看 成 是 实在 的 一 个 正方 形 。 f EJUS UR 
学 描述 与 今天 的 描述 很 相似 。 使 用 a，b，c 这样 的 字母 
表示 常量 ， 用 X，y 等 字母 表示 变量 。 其 中 惟一 的 一 个 
看 起 来 古怪 的 符号 是 用 于 表示 等 号 的 “%”。 

现在 , 三 次 方程 式 的 解 可 以 通过 求 圆锥 曲线 的 交 得 
到 。 这 类 似 于 欧 玛 尔 : 海 亚 姆 的 方法 。 笛 卡 儿 详尽 地 描 
述 了 代数 演绎 到 几何 的 变换 , 使 得 卡尔 达 诺 的 公式 不 再 
被 解释 为 “填补 立方 体 "， 而 变 成 了 一 个 三 维 曲线 的 变 | 
换 过 程 , 笛 卡 儿 还 使 几何 从 只 能 用 圆规 和 直 尺 绘图 这 一 | 


上 
I 


限制 中 解放 出 来 .许多 代数 几何 方面 的 内 容 没 有 在 笛 卡 
儿 的 《几何 学 》 中 出 现 ， 例 如 坐标 轴 、 点 和 点 之 间 的 公 | 
式 、 线 和 线 之 间 的 夹 角 公式 等 等 。 从 《方法 论 》 这 一 题 | 
目 可 以 推测 , 笛 卡 儿 是 在 尝试 为 将 来 的 数学 家 们 提供 一 
种 新 方法 或 新 语言 ,以 叙述 数学 问题 。 该 书 的 另 一 个 重 
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A 要 意义 是 给 出 了 代数 与 几何 的 等 同性 。 


0 a | 如 此 我 们 要 解 光 一 个 
a L 问题 , 我 们 前 先 优 定 解 已 经 
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列举 ”中 的 一 页 。“ 三 度 | 
曲线 列举 ”展示 了 代数 | 
与 几何 的 结合 已 达到 了 | 
相当 近代 的 水 平 。 曲 钱 
上 的 点 由 满足 给 定 方程 O 
的 坐标 (x, y) fei, 
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(xe kN Miam 
JU BB Ch a 
REER, 1888 年 )| 
的 木刻 .这 一 带 有 16 世 | 
纪 早 期 风格 的 木刻 描 | 
绘 了 冲破 中 世纪 的 世 | 
界 去 看 推动 字 宙 的 机 
E. 


衬 宙 机 械 论 


| 直到 16 世纪 ， 托 勒 密 的 《天 文学 大 成 》( 第 2 章 ) 
| 仍 是 关于 行星 轨道 的 主要 文献 , 托 勒 密 的 宇宙 体系 以 各 
种 形式 流传 了 近 2000 年。 这 可 能 是 由 于 在 观测 时 所 使 
| 用 的 三 角 函数 表 以 及 观测 数据 ,都 没 能 达到 足以 发 现 这 
| 一 体系 的 致命 缺陷 的 精确 程度 , 亚 里 士 多 德 的 在 完美 国 
| 形 轨 道上 运行 的 玻璃 球体 , 被 许多 天 使 所 取代 -旋转 
| 着 的 天 上 的 天 体 “ 精 灵 ”。 对 托 勒 密 来 说 ， 数 学 是 用 来 
,“ 补 充 说 明 这 一 现象 ” 而 不 是 解释 这 一 现象 他 成 功 地 
| 将 亚 里 士 多 德 哲 学 的 要 求 和 可 观测 的 事实 结合 起 来 , 即 
将 发 生 的 革命 将 改变 宇宙 和 地 球 。 数 学 在 这 场 革命 中 起 


| 到 了 至 关 重 要 的 作用 精确 的 数学 模型 将 告诉 我 们 这 个 
世界 的 奥秘 。 

托 勒 密 的 体系 中 存在 着 一 个 明显 的 问题 ， 当 行星 
沿 着 它 的 椭圆 轨道 运行 时 , 它 与 地 球 之 间 的 距离 变化 很 
LOK, 因此 我 们 看 到 的 行星 的 大 小 会 产生 变化 。 这 种 变化 
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£ WRT 1660 年 所 
做 《天 体 和 人 入》 中 的 一 幅 
"PEASISÉR 
RAR ERR, BE 
CHET SPHERE 
的 木星 的 卫星 ， 这 是 
哥 白 尼 不 知道 的 。 


对 于 月 亮 来 说 尤为 显著 。 可 能 正 是 由 于 这 一 事实 促使 哥 
HJ ( Nicolas Copernicus, 1473 年 ~ 1543 Æ) 提出 
了 日 心 说 的 理论 , 哥 日 尼 早 年 就 学 于 克拉 科大 学 , 并 在 
曾 担任 位 于 波罗的海 岸 的 一 个 小 城镇 弗 龙 堡 教堂 的 司铎 
之 前 , 在 意大利 学 习 。 Lk, 哥 白 尼 的 体系 与 托 勒 密 
的 体系 差别 并 不 是 很 大 , 同样 也 把 行星 的 轨道 构造 成 圆 
或 椭圆 。 然而 ,他 把 太阳 作为 中 心 , 减少 了 行星 模型 中 
的 圆 的 数量 . 但 是 随 着 他 对 模型 的 改进 , 他 的 体系 反而 
需要 更 多 的 椭圆 , 哥 白 尼 的 体系 还 正确 地 预测 了 以 太阳 
为 中 心 的 行星 排列 顺序 , 并 使 我 们 能 估算 每 个 行星 到 太 
阳 的 相对 距离 , 哥 白 尼 把 行星 的 反 向 运行 解释 成 对 应 于 
运动 着 的 地 球 的 相对 运动 , 而 不 是 相对 于 静止 的 地 球 沼 
椭圆 轨道 的 运行 。 可 是 , 哥 白 尼 的 伟大 著作 《天 体 运行 
论 》 到 了 他 去 世 的 1543 年 才 得 以 发 表 ， 这 对 哥 白 尼 来 
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数学 的 故事 Lewie 


说 是 件 遗 钴 的 事情 。 
| 哥 白 尼 带 来 了 一 场 革命 。 但 是 在 这 场 革命 中 , 哥 白 
s | 尼 似 乎 扮演 着 一 个 不 情愿 的 
"s x | 角色 。 《天 体 运行 论 》 的 思想 
出 现 于 写 于 1510 年 代 私下 传 
播 的 一 部 手稿 .他 的 目的 似乎 
不 是 想 推翻 托 勒 密 的 体系 , 而 
是 试图 使 它 更 加 完善 .更 加 希 
Bic, SEARS 
AVANT AL / / | 圆 轨道 以 变速 运行 ， msn 尼 
人 AL /# | 则 要 求 它 严格 地 遵守 亚 里 十 


~ 多 德 的 行星 沿 完美 圆 形 轨道 
ex E I densi: i C === a | x | 以 常 速 运行 。. 正 是 这 些 要 求 使 

ones * hilthone mefus mf ens rentem i : | " 
QUE ERU EAD er (| 哥 白 尼 做 了 一 些 设想 ,这些 设 
GE TE VETT. | 想 在 近 500 年 — 
EJ — — 


ORM 《天 体 运行 一 一 一 ee — 3t. 这 些 设想 是 : 太阳 是 宇 H 
i) (15435) *4— rh. z Hb ven Indexer 
v AsTnamae 的 中 心 地 球 绕 太阳 运行 的 同时 , 还 绕 着 它 目 喘 的 轴 晶 


o HERE ARAM Pe. 然而 , 这 一 日 心 说 的 模型 并 不 比 托 勒 密 的 体系 简单 


列 的 图 形 。 图 的 外 面 是 

从 多 的 恒星 ,这 里 没有 | 多少。 对 于 1 个 恒星 和 7 个 行星 ， 这 一 体系 需要 34 个 椭 
FORA PER AR | " 
k" €, H, 而 托 勒 密 的 体系 需要 40 个 椭圆 。 他 的 这 部 手稿 只 
是 这 一 学 说 的 概略 。 哥 白 尼 许诺 以 后 要 完善 这 一 学 说 。 
尽管 教会 权威 和 梵 蒂 闪 都 文 持 他 , 但 他 似乎 越 来 越 不 愿 


意 发 表 目 己 的 文章 。 


1514 年 , 哥 日 尼 被 邀请 参加 拉 特 兰 教 符 理事 会 , 进 
THRO. 但 他 拒绝 了 这 一 邀请 。 原因 是 只 要 行星 的 
行 模型 没有 彻底 建立 起 来 , 就 不 能 更 好 地 进行 历法 改 
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A, 归根 结 底 , 哥 白 尼 对 他 自己 所 构造 的 这 一 体系 并 不 Logan e 
是 很 有 信心 ,因为 他 没有 真正 地 证 明 它 比 托 勒 密 的 体系 E Hp ease 
更 好 或 更 精确 。 他 依赖 于 古代 的 天 文 表 , 而 且 似 乎 他 自 74ers 


L — + y 
说 站 学 者 之 一 


己 并 没有 进行 多 少 观测 。 只 有 在 他 的 支持 者 雷 蒂 库 斯 的 P uH si BES 


热心 和 努力 下 ,他 的 《天 体 运行 论 》 才 得 以 在 纽伦堡 发 TREY CUT 
E. 当时 纽伦堡 是 一 个 路 德 教会 控制 的 城市 。 然而. 在 
该 书 出 版 前 夕 雷 带 库 斯 -从 维 腾 贝 格 大 学 搬 到 莱比锡 emm aces 


城 ， 该 书 的 印刷 委托 给 了 安德鲁 斯 . 奥 西安 德尔 *。 奥 rr 
西安 德尔 是 路 德 主义 创始 人 之 一 ,下 是 这 一 时 期 ， LEM sein 
的 著名 前 言 被 插 了 进去 .这 一 前 言 可 能 就 是 奥 西安 德尔 | TR 
自己 写 的 。 前 言 实质 上 是 警告 读者 哥 白 尼 的 体系 可 能 | 
是 真实 的 , 也 可 能 是 一 个 不 重要 的 结果 : 只 是 对 不 同 的 | 
体系 做 了 比较 从 而 判定 哪个 更 容易 计算 ; 而 真正 的 天 | 
体 运行 则 需要 其 他 的 神学 和 哲学 的 标准 来 决定 .几乎 可 
以 说 哥 白 尼 本 人 就 有 这 样 的 疑问 。 但 是 , 这 一 前 言 可 能 x 
是 为 了 安抚 马丁 . 路 德 而 插 进 去 的 。 马丁, 路 德 坚决 反 
对 哥 白 尼 的 观点 ,而 梵蒂冈 却 支持 哥 白 尼 的 推测 , 直到 | 
该 书 发 表 80 年 后 的 反 改 革 运 动 为 止 ， 该 书 并 没有 被 列 
AGERE PLAY a E P 

哥 白 尼 在 手稿 中 做 出 了 《天 体 运 行 论 》 中 没有 讨论 
的 大 胆 的 断言 , 在 最 终 版 本 , 哥 白 尼 其 至 比 托 勒 密 的 体 
系 中 的 椭圆 个 数 还 要 多 。 行星 不 再 围绕 太阳 运转 , 而 是 
围绕 着 离开 太阳 的 某 个 点 运转 。( 无 意 中 ， 他 在 某 种 意 
义 上 预测 了 行星 轨道 的 真实 性 质 。 在 这 一 性 质 下 , 行星 
沿 椭圆 轨道 运行 , 太阳 位 于 椭圆 轨道 的 一 个 焦点 上 而 不 
BAUD.) 这 一 体系 中 的 一 个 结论 是 ， 行 星 的 反 向 运动 
是 行星 和 地 球 相对 运动 所 引起 的 .这 本 书 取得 了 巨大 的 


一 一 
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成 功 。 当时 地 心 运行 和 日 心 运行 是 完全 不 同 的 现象 。 然 
而 哥 折 尼 确信 地 球 是 运动 着 的 ,他 的 翡 剧 是 他 没有 证 明 
| 这 一 论点 。 由 于 出 版 于 1551 年 的 哥 自 尼 天 文 表 ， 哥 白 
尼 的 名 字 贸 在 了 人 们 的 记忆 中 ， M CRETE» HR 


ABHHEETXÉS—UETE-S EE uu 
RIiSASAOAHIE. WE— BES ¿mr amami, 
REMENE. LP ESE SS DS SSO S RRR 
CRM RM RAEI. Ema TAR. MARS 
EG EHBBEHEGUIEM—E, REED “AKAM. Taw 
内 引 侨 设 些 物理 现象 的 算术 表示 和 几何 表示 。 (Johannes Kepler, 

1571 年 ~ 1630 年 )， 一 

个 哥 白 尼 学 说 支持 者 ， 

被 可 白 尼 的 《天 体 运行 论 ) 的 匿名 前 言 所 激 径 . 这 一 前 

| 言 使 得 一 些 不 留心 的 读者 误 认 为 是 哥 白 尼 自 己 写 的 .但 

| 是 开 普 勒 大 胆 反抗 希腊 天 文学 的 专制 。 他 的 童年 很 不 

x. 而 且 体弱多病 ,但 他 智力 超群 。 新 创建 的 新 教会 支 

| 付 他 所 需 的 教育 经 费 。 他 本 人 想 成 为 一 个 牧师 . 但 是 ， 

| 蒂 宾 根 大 学 的 主管 人 员 很 有 洞察 力 , 推荐 他 到 格拉 区 的 

| 一 所 学 校 担任 数学 教师 ,这 是 他 在 科学 认识 上 的 一 个 突 

| 飞 猛 进 的 时 期 。 在 他 的 一 生 中 , 这 一 时 期 使 他 对 占星 术 

| 的 观点 发 生 了 变化 。 他 坚信 行星 对 人 的 精神 会 产生 一 些 

影响 , 但 他 不 能 确切 地 阐明 怎样 产生 影响 。 他 的 工作 在 
他 死 后 为 一 位 科学 家 的 伟大 思想 奠定 了 基础 。 

15954E, 当 他 在 学 校 教书 时 , 开 普 勒 就 产生 了 关于 

宇宙 和 谐 的 思想 .他 在 黑板 上 画 出 了 一 个 带 有 内 切 圆 和 


HEH, 1605327 10 H ZB E RUE f. 


| 外 接 圆 的 等 边 三 角形 .这 一 图 形 使 他 猛然 悟 到 这 两 个 加 
| 的 半径 比 相当 于 后 来 人 们 发 现 的 土星 和 木星 的 轨道 的 半 
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TABVLA BIVM PLANETARY M stoi 开 * 勒 的 《 FE x $ ) 
i — — c a (1596 年 ) * dc die 
8234889. TE 

E /A 勒 使 用 这 一 模型 首次 释 

2 p pi | 试 解释 行星 问 的 相对 下 


高 。 最 外 面 的 球面 表示 
PE ZEE 球面 的 里 
面 是 一 个 立方 体 , 立方 
fk 46 A VR d e dT 
星 的 执 道 ,而 最 里 面 的 
球面 则 是 本 星 轨 道 ， 


径 比 ,这 一 灵感 促使 他 建立 了 著名 的 髓 套 柏拉图 立方 体 
模型 。 从 欧 几 里 德 的 时 代 起 ， 人 们 就 知道 存在 5 个 正 立 
方 体 ; 而 现在 已 知 有 6 个 行星 (包括 地 球 ， 不 包括 太阳 
和 月 亮 )。 对 于 每 个 正 立方 体 都 可 以 构造 出 一 个 外 接 球 
和 内 切 球 。 如 果 开 普 勒 能 够 正确 地 排列 这 些 正 立方 体 ， 
他 就 可 以 像 俄罗斯 玩偶 那样 把 它们 一 个 一 个 套 起 来 , 而 
这 些 球 表面 就 对 应 着 行星 的 轨道 .这 一 想法 以 及 由 于 这 
一 想法 所 引发 的 数学 的 精确 与 天 体 和 谐 的 完美 结合 令 他 
异常 兴奋 。 他 于 1596 年， 也 就 是 他 25 岁 的 时 候 ， 出 版 
了 他 的 《宇宙 奥秘 》 一 书 。 在 这 一 书 的 导言 里 ,他 公开 


II7 
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Dau cc ee co ON E E NE. 
EM MM ME do. w ë 


支持 日 心 说 , 因而 使 哥 白 尼 死 后 名 声 大 振 。 虽然 有 人 功 
告 开 普 勒 不 要 花费 太 多 的 往 幅 来 宣扬 他 的 思想 , 从 而 避 
| 免 哥 白 尼 主 义 与 圣经 的 冲突 。 但 是 开 普 勒 在 他 的 文章 中 
阐明 了 日 心 说 是 绝对 的 、 是 宇 害 的 真理 这 一 观点 。 尽管 
开 普 勒 相信 这 些 立方 体 在 某 种 意义 上 并 不 存在 ,但 是 这 
一 结构 本 身 就 标明 了 他 是 一 位 “伟大 建筑 师 ”。 对 这 一 
| 课题 进行 了 进一步 的 超自然 的 探讨 与 推测 后 , 《宇宙 奥 
秘 》 一 书 突然 改变 了 它 的 方向 , 开始 讨论 现代 数学 物理 
学 。 书 中 详细 记载 了 开 普 勒 所 做 的 计算 和 推论 。 例 如 ， 
| 土星 离 太阳 的 距离 是 木星 的 两 倍 , 而 土星 绕 太阳 一 周 所 
| 需 时 间 是 木星 的 两 倍 半 , 因此 , 土星 不 仅 远 离 太阳 而 且 
它 运行 的 更 慢 , 开 普 勒 寻找 了 这 事实 的 物理 解释 , VR 
回 离 太阳 越 远 的 天 使 ， 越 显得 疲劳 的 观点 。 在 书 中 , 我 
们 首次 看 到 关于 太阳 引力 随 着 距离 增 大 而 减弱 的 讨论 。 
| 太阳 引力 来 自 于 上 帝 本 身 , 以 上 帝 向 全 宇宙 发 出 的 圣灵 
的 形式 出 现 . 已 经 被 人 们 逐 放 到 天 外 的 上 帝 现在 又 回 到 
了 太阳 系 的 心脏 。 这 本 书 的 最 后 又 回 到 占星 术 的 内 容 
| E. 开 普 勒 描绘 了 创世纪 星相 图 , 这 一 天 是 公元 前 4977 
| 年 4 月 27 日 星期 日 。 这 是 一 个 有 缺陷 的 名 著 : WEN 
立方 体 理 i 人 是 错误 的 ， 而 且 开 普 勒 的 重力 说 也 不 正确 。 
x | 开 普 勒 意识 到 了 这 一 点 ,但 是 他 确信 他 自己 已 经 接近 真 
| 实 ， 并 着 手 进行 实验 。 
|o 开 普 勒 所 需要 的 是 一 个 精确 的 天 体 观测 表 , 而 有 一 
x 个 人 拥有 这 样 的 表 。 这 个 人 就 是 第 谷 。 从 收 到 开 普 勒 的 
| 
| 


书 开始 ， 第 谷 非 营 质 识 这 一 青年 人 的 天 赋 。3 年 后 ， 开 
| EIS TTE BEES, 成 了 第 谷 的 助手 。 这 是 两 个 完全 不 同 
| 的 人 物 。 第 谷 在 一 次 决斗 中 失去 了 鼻子 , 因此 安装 了 一 
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个 著名 的 金 鼻子 。 第 谷 是 一 个 春风 得 意 的 人 。 他 决心 创 
建 一 个 关于 天 空 的 科学 ; 而 开 普 勒 迷恋 于 神秘 的 物理 
学 。 第 谷 拥有 当时 最 好 的 天 文 台 , 并 拥有 开 普 勒 所 需要 
的 数据 。 然而 ,第 谷 有 他 自己 的 行星 理论 。 他 不 仅 拒绝 
发 表 他 的 理论 ， 而 且 还 把 这 一 理论 的 大 部 分 隐瞒 了 起 
来 , 不 告诉 他 的 同事 和 助手 。 第 谷 在 年 轻 时 由 于 预测 了 
一 次 日 食 而 受到 人 们 的 尊敬 。1660 年 两 个 人 终于 见面 。 
开 普 勒 受命 研究 火星 的 数据 。 火 星 有 一 条 最 复杂 的 轨 Oe e da k ce) 
B. 两 人 之 间 的 关系 一 直 很 紧张 , 但 第 谷 在 他 临 死 之 前 | uo saxea T 
意识 到 他 必须 把 他 的 成 果 留 给 年 轻 的 开 普 勒 , 以 使 开 普 | ERT rea 


募 能 够 设计 出 一 个 新 宇宙 。 他们 两 人 彼此 需要 对 方 。18 | Ae IIR. T Eb 
把 数据 转换 成 了 梢 国 


个 月 后 , 第 谷 去 世 , 而 开 普 勒 成 为 鲁 道夫 二 世 统 治 下 的 


新 一 代 帝 国 数学 家 。 


| 现在 开 普 勒 掌握 了 这 些 观 测 数 据 .但 是 把 这 些 数据 
| 转化 成 轨道 花费 了 他 很 多 时 间 。1609 年 开 普 勒 出 版 了 
| 他 的 巨著 《新 天 文学 》。 与 他 早期 的 著作 一 样 ， 这 不 是 


| 一 本 教科 书 式 的 著作 , 而 是 一 部 日 记 式 的 文献 , 也 是 一 


| 本 他 的 创造 性 才能 活生生 的 记录 。 读 者 可 以 从 书 中 听 
到 , 当 开 普 勒 与 火星 战斗 时 , 他 所 发 出 的 高 兴 时 的 呐喊 
和 失望 时 的 叹息 .火星 轨道 的 难点 在 于 火星 的 椭圆 轨道 
的 长 短 轴 比例 最 大 , 因此 火星 最 偏离 圆 形 轨道 。 然 而 这 
一 轨道 为 建立 其 他 行星 轨道 提供 了 重要 线索 。 开 普 勒 不 
像 前 人 那样 将 本 轮 到 加 ， 他 的 工作 不 是 “堆积 ”现象 ， 
而 是 寻找 行星 运动 的 规律 ， 而 且 用 几何 描述 这 些 规律 。 
《新 天 文学 》 的 成 功 之 处 是 : 建立 了 行星 的 椭圆 轨道 , K 
阳 位 于 这 一 椭圆 的 两 个 焦点 之 一 。 这 是 开 普 勒 第 一 定 
律 。( 椭 圆 焦点 这 一 单词 是 开 普 勒 首先 使 用 的 ) 古代 天 
文学 家 所 设计 的 行星 的 复杂 轨道 现在 变 成 了 优美 的 椭 
圆 。 开 普 勒 又 给 出 了 开 普 勒 第 二 定律 :在 相同 的 时 间 
A, 行星 与 太阳 的 连 线 所 扫 过 的 面积 相等 . 开 普 勒 还 几 
平 揭示 了 引力 理论 他 以 磁性 吸引 力 为 模型 , 认为 潮汐 
是 由 于 月 亮 的 引力 形成 的 , 而 且 认 识 到 正 是 由 于 相同 的 
引力 作用 , 海水 不 能 脱离 开 地 球 . 开 普 勒 虽然 意识 到 光 
的 强度 满足 逆 平 方 律 , 但 是 他 没有 导出 “ 逆 平 方 律 ”。 ae 
平方 律 要 等 到 牛顿 来 揭示 。 虽 然 揭示 了 行星 的 真实 轨 
道 , 但 是 开 普 勒 担忧 这 些 运动 背后 的 源 动力 。 他 没 能 揭 
示 为 什么 这 些 轨道 是 椭圆 形 的 。 但 是 , 现在 , 看 不 见 的 

| 天 使 和 上 帝 被 赶 出 了 天 文学 。 宇 宙 是 几何 和 力 的 世界 。 
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| 数学 的 故事 


1618 年 ， 开 普 勒 以 《宇宙 的 和 谐 》 的 出 版 为 契机 .， 
又 回 到 了 他 本 来 的 研究 主题 .该 书 融 合 了 数学 物理 学 和 
神学 。 这 是 毕 达 哥 拉 斯 的 最 终 梦 想 。 在 这 本 书 里 ， 我 们 
可 以 看 到 关于 行星 运动 的 第 三 定律 : 行星 公转 周期 的 平 
方 与 它 与 太阳 的 平均 距离 的 立方 成 正比 。 开 普 勒 的 三 大 
定律 蔓 含 着 引力 定律 。 但 开 普 勒 没 有 明确 地 指出 这 一 定 
tE., 开 普 勒 的 《 哥 白 尼 天 文学 概要 》( 1618 年 ~ 1621 年 ) 
全 面 地 展示 了 开 普 勒 的 天 文学 , 不 仅 包 括 火 星 而 且 还 包 
括 所 有 已 知 的 行星 的 有 关 论 述 。 此 书 是 继 托 勒 密 的 《天 
文学 大 成 》 之 后 最 重要 的 天 文学 著作 。 开 普 勒 至 少 超越 
仍 在 信仰 托 勒 密 学 说 的 同时 代 人 一 个 时 代 。 甚 至 向 利 略 
的 《关于 两 种 世界 体系 的 对 话 》 中 仍 含有 圆 和 本 轮 。 

开 普 勒 和 徊 利 略 是 同一 时 代 的 人 .但 是 他 们 似乎 设 
有 见 过 面 。1597 年 开 普 勒 把 他 的 《宇宙 奥秘 》 寄 给 了 伽 
利 略 , 那 时 伽利略 对 于 公开 支持 哥 白 尼 的 观点 表示 了 不 
安 。 伽利略 对 开 普 勒 的 态度 说 好 听 的 是 不 友好 , 说 不 好 
听 的 是 充满 了 亚 意 。 他 假装 对 开 普 勒 友 好 , 但 同时 他 拒 
绝 送 给 开 普 勒 一 副 望 远 镜 和 自己 的 著作 。 他 宁愿 讨好 那 
些 资助 人 也 不 愿意 讨好 他 的 科学 同僚 .1609 年 , 伽利略 
使 用 新 研制 的 天 文 望 远 镜 进行 了 天 文 观 测 , 并 将 其 中 的 
一 个 结果 提交 给 威尼斯 的 评议 会 , 这 一 结果 使 他 的 工薪 
加 倍 ， 并 成 为 由 多 瓦 终身 教授 。 在 一 年 内 ， 伯 利 略 提高 
了 他 的 天 文 望远镜 的 倍数 ， 并 发 表 了 他 的 《来 自 于 星空 
的 信息 》。 人 伽利略 的 观测 揭示 了 月 亮 的 表面 不 是 光滑 
的 ; 月 亮 上 有 山脉 ; 金星 有 与 月 亮 一 样 的 运行 规律 以 及 
木星 有 它 自 己 的 卫星 系统 .他 甚至 想到 土星 是 一 个 三 体 
行星 , 因为 通过 他 的 粗糙 的 天 文 望 远 镜 观测 到 土星 环 像 
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安东尼 卡 麻 (1152 
F ~ 1599) CRM a 
食 的 天 文学 案 们 泌 š 
中 描绘 的 可 能 是 发 生 
于 1559 年 的 日 食 。 这 
次 日 食 给 年 轻 的 第 谷 
以 深刻 的 印信 。 
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两 个 位 于 土星 侧面 的 圆 盘 一 样 。 伽 利 略 成 为 了 数学 教 


— 一 一 一 一 一 #%. EPH, WREE 
地 入 选 世 界 上 第 一 个 
科学 组 织 林 塞 科学 
院 ， 并 受到 了 耶稣 教 
会 的 款待 。 他 成 为 了 
媒体 的 明星 ， 同 时 ， 
由 于 他 宁愿 用 本 土语 
诗 而 不 是 用 拉丁 语 写 
他 的 和 著作， 他 的 著作 
在 意大利 广为人知 。 
由 于 哥 和 白 尼 的 体 
系 与 圣经 中 已 有 的 体 
系 相 抵触 ， 教 会 对 事 
态 的 发 展 也 非常 关 
已。 但 是 天 主教 耶稣 
会 已 经 准备 好 ， 一 
日 心 说 被 明确 证 明 ， 
就 接受 这 一 事实 。 这 
并 不 是 第 一 次 由 于 科 
学 而 改变 了 教义 , 地 球 的 球体 性 质 就 是 一 个 改变 教义 的 
例子 。 天 主教 耶稣 会 证 实 了 伽利略 的 所 有 观测 , 并 且 依 
然 支 持 开 普 勒 的 研究 有 许多 关于 这 之 后 所 发 生 的 悲剧 
的 书籍 所 以 在 这 里 我 只 简单 加 以 描述 。 教会 承认 开 普 
得 的 体系 比 托 勒 密 的 体系 更 精确 ,但 是 没有 理由 相信 这 
一 不 同 寻 常 的 行星 体系 的 真实 性 .为 了 推翻 持续 了 几 个 
世纪 的 观点 , 并 使 大 众 接受 新 的 宇宙 观 , 需要 更 多 的 证 
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明 . 许 多 有 权势 的 亚 里 士 多 德 神 秘 主义 者 极力 反对 这 场 | 
es. qu ANLE HR AJ AS A BB ET CE B3 8 ed 0e UR x HE 
As 虽然 伽利略 曾 得 到 了 财富 和 声望 , 但 是 ， 由 于 他 的 
傲慢 和 自我 吹捧 , 当 他 失去 支持 者 时 , 在 科学 界 他 的 朋 
AEZ JL 1616F, MHK REEE F 
绝 不 讨论 哥 白 尼 体 系 。 但 是 到 了 1632 年 ， 他 却 公 开 违 
反 了 这 一 督 言 , 发表 了 《关于 两 种 世界 体系 的 对 话 》 一 
书 。 这 本 书 实 质 上 是 哥 白 尼 学 说 的 宣言 , 并 且 显露 出 对 
当时 的 最 有 权势 的 神学 家 们 的 攻击 。 焚 蒂 闪 失去 耐性 ， 
伽利略 立刻 被 传唤 到 了 罗马 ， 次 年 他 放弃 了 这 一 观点 ， 
并 被 软禁 了 起 来 。 在 此 之 后 , 他 继续 过 着 相当 和 舒适 的 生 
活 ， 招 待 不 少 的 来 访 者 。 但 是 他 被 禁止 发 表 文章 和 教 
书 。 当 时 的 报道 说 他 是 一 个 病人 。 他 错误 地 判断 了 他 的 
影 啊 力 和 当时 的 局 势 。 当 时 是 反 改革 和 异端 围剿 的 时 
R, 欧洲 的 教会 是 无 情 的 。 开 普 勒 花 了 几 年 的 时 间 保 护 
他 的 母亲 不 受 焉 术 的 指控 , 并 在 三 十 年 战争 开始 时 离开 
了 布拉格 到 了 奥地利 , 哥 白 尼 和 开 普 勒 都 得 以 比较 自由 
地 进行 研究 工作 。 只 要 他 们 不 向 宗教 权威 挑战 , 他 们 就 
可 以 随心 所 和 欲 地 著 书 立 传 。 在 异端 围 间 期 间 , 天 主教 耶 
稣 会 占 主导 地 位 时 , 罗马 执行 管理 委员 会 试图 放宽 科学 
HH. 关于 宇宙 的 层次 模型 , 罗马 教皇 和 栖 蒂 冈 具 有 至 
高 无 上 的 权力 。 这 一 权力 不 仅 受 到 宗教 改革 运动 的 威 
I, 而 且 还 受到 新 物理 学 的 威胁 。 对 于 哥 白 尼 体 系 的 镇 
压 不 是 由 于 无 知 , 而 是 为 了 教会 自身 的 利益 。 这 一 点 可 
以 由 以 下 事实 看 出 : 伽利略 受审 后 , 天 主教 耶稣 会 把 哥 
扎 尼 的 体系 传 给 了 中 国 和 日 本 这 样 遥远 国家 的 人 们 , 并 
给 这 些 人 们 以 这 一 体系 具有 预言 能 力 的 印象 。 
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伽利略 在 晚年 仍然 致力 于 写 他 的 《关于 两 种 新 科学 
的 论述 与 数学 证 明 》。 该 书 被 偷 运 出 意大利 ， 并 印刷 于 
莱 顿 ,在 这 本 书 中 ,他 又 重新 讨论 了 力学 这 一 课题 。 这 
一 课题 是 他 初期 的 动机 。 他 还 分 析 了 加 速度 。 他 的 充满 
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m | 乐趣 的 对 钟 摆 的 分 析 
sesaacananned. we ogg l MRO 
YM FE. Al PYF H, EE, / » 
SUPE OM ERERUREE 

| MM “无 关 ， 只 依赖 于 摆 长 ， 
EMEA HAE FAITE, HA. RM LT 
KESSMITU ABET REWER HM 
=#. Meee EAdG NH SBE. De 
E, E ugBAqK4SETE, 否则 人 们 ”不同 平面 的 深 动 和 自 
就 全 步 入 了 一 个 黑 辜 的 类 家 一 样 ， 左 话 伏 徊 。 由 落体 的 实验 ， 使 他 
得 到 了 两 个 重大 发 
现 : 物体 的 速度 与 物 
| 体 的 运动 时 间 成 正比 , 而 运动 距离 与 运行 的 时 间 的 平方 
成 正比 。 当时 人 们 相信 , 重 的 物体 比 轻 的 物体 下 落 的 束 
度 快 。 但 是 伽利略 证 明了 这 是 错误 的 。 伽利略 认为 只 要 
忽略 空气 的 阻力 , 轻重 不 同 的 两 个 物体 将 以 相同 的 速度 
下 落 。 实际 上 ,一 个 铁 球 将 比 羽毛 下 落 的 快 ， 但 是 ， 这 
不 是 重量 不 同 的 结果 ， 而 是 由 干 空气 的 阻力 不 同 造成 
的 。 一 个 轻 如 羽毛 的 小 球 会 与 大 铁 球 以 同样 的 速度 下 
沙 。 伽利略 把 重力 和 浮力 区 分 开 来 ， 以 此 为 契机 ， 研究 
分 析 了 物体 的 飞行 状况 .他 把 飞行 物体 所 受 的 力 分 解 成 
垂直 和 水 平 两 个 方向 的 力 , 从 而 发 现 了 飞行 的 轨迹 是 一 
个 抛物 线 。 这 一 研究 进一步 扩展 为 军事 方面 的 弹道 学 
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| 以上 月 类 圣经 的 规 威 性 已 说 了 很 多 。 下 面 我 简单 论述 
| 
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LEM ARNEL, MAENWE HARD, ZENE 
LEGELY: 而 从 新 学 的 户 度 大 ,推理 力量 是 至 高 无 上 
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在 伽利略 去 世 的 那 一 年 诞生 的 牛顿 把 这 些 分 散 的 因 
素 整理 到 一 起 , 形成 了 一 个 完整 的 理论 , 为 了 理解 牛顿 
对 科学 的 贡献 , 我 们 需要 了 解 当时 的 混乱 的 状况 : 当时 
仍 存在 着 两 种 不 同 的 力学 天 体力 学 和 地 球 力学 。 对 开 
普 勤 来 说 , 行星 沿 椭圆 轨道 运行 , 依赖 于 由 太阳 发 出 的 
神秘 的 磁力 , 行星 的 惯性 使 得 当 它们 与 太阳 的 距离 增加 
WF, 运行 速度 减 小 ， 对 伽利略 来 说 , 行星 沿 着 圆 形 轨 道 
运行 , 这 一 运行 是 固有 的 和 完美 的 , 而 行星 的 惯性 使 行 
星 保持 着 它们 的 运行 。 反复 研究 了 开 普 勒 的 模型 后 , 笛 
卡 儿 宣布 : 惯性 使 行星 沿 直线 运动 , 而 由 于 太阳 系 的 涡 
流 使 得 行星 的 轨道 变 得 弯曲 。 种 种 说 法 令 人 越发 困惑 不 
解 。 伽 利 略 关于 加 速度 和 地 球 力学 的 开创 性 工作 似乎 对 
天 体力 学 无 能 为 力 。 质 量 、 重 量 、 惯 性 、 动 量 、 能 量 、 
磁力 、 重 力 等 关键 概念 在 不 同 的 理论 下 有 着 不 同 的 定 
义 。 

1687 年 , 在 哈雷 的 鼓励 和 经 济 资助 下 , 牛顿 发 表 了 


. E a H 
t" a 
PO.QuEN 
as 
eoo d 
La I m 


exque Xo Sar a I e 

UA "ao E Ë ` 

i x osi Tx lw. 
` s EAI 


$E 


ue osse S = 
ONE DEN 
DEAR ORAS 


& 


"TN 
DU ume i 
"gU 


Be as OS M NEM 


a" E E 
MEM MEN QUU V - 
& I . gs Zu 
ul = Wet MS ` < 
X eMe SL e Tee S X 


P. N . at 2 ñ 2E 六 2 
SOARES EN EU 


NE EMILIA LU 


学 


Prt CE) 


的 故事 【宇宙 机 械 论 _ 


《 目 然 哲 学 的 数学 原理 》( 简称 为 《原理 》)。 直 到 1720 
年 , 该 书 经 过 两 次 改版 后 才 得 到 了 科学 界 的 认可 。 由 于 
本 章 的 目的 , 我 在 这 里 只 讲解 该 书 中 的 力学 部 分 , 而 其 
中 的 微 积 分 部 分 将 在 下 一 章 中 谈 到 。 此 书 中 包括 了 著名 
的 牛顿 三 大 运动 定律 。 按 照 传统 顺序 ， 牛 顿 第 一 定律 


(1610 年 ) 中 对 木星 
的 卫星 的 档 述 。 
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是 : 每 个 物体 都 保持 原来 状态 或 沿 直线 做 匀速 运动 , 直 
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|i. 牛顿 第 二 定律 是 : 运动 的 变化 与 施加 的 外 力 成 正 


| 比 , 并 且 变化 的 方向 与 外 力 的 方向 一 致 。 现 在 这 一 定律 
| 
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i 
x 到 外 力 迫 使 它 改变 这 一 状态 为 止 。 因 此, 这 一 定律 支持 
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被 表示 为 F-ma。 牛顿 第 三 定律 是 : 两 个 物体 的 相互 作 
用 力 相等 ， 方 向 相反 。 牛 顿 讨论 了 各 种 类 型 的 力 的 场 
包括 重力 的 道 平方 律 。 他 巧妙 地 将 开 普 勒 和 伽利略 的 力 
等 同 了 起 来 《原理 》 一 书 的 第 三 卷 以 “世界 的 体系 ”为 
i, 是 关键 的 一 卷 ,在 该 卷 中 ,牛顿 把 作用 于 下 落 物体 
的 地 心 引力 与 作用 于 轨道 上 的 行星 的 力 等 同 起 来 。 这 
i, 天 体力 学 和 地 球 力学 成 为 了 同一 种 科学 , 它们 遵守 
同样 的 法 则 。 把 所 有 物质 联结 在 一 起 的 是 看 不 见 的 胶水 
还 是 神秘 的 引力 。 

牛顿 因 发 明了 微 积分 或 作为 发 明 者 之 一 而 出 名 。 但 
是 《原理 》 一 书 中 的 所 有 证 明 都 是 用 几何 的 方式 给 出 
的 。 虽然 如 此 , 证 明 中 的 图 表 经 常 表示 力 和 运动 的 无 穷 
小 变化 , 这 表明 所 得 的 运动 应 被 看 成 是 圆滑 的 , 而 不 应 
该 被 看 成 是 一 系列 突然 的 不 连续 的 变化 .在 牛顿 的 宇宙 
论 中 仍 存在 着 一 些 悬 而 未 解 的 问题 。 在 这 里 , 没有 为 什 
么 所 有 行星 都 沿 相同 方向 运转 的 明确 解释 , 也 不 知道 它 
们 为 什么 都 沿 着 那些 精确 的 轨道 运行, 而 不 是 沿 着 其 他 
轨道 运行 .牛顿 本 人 也 对 为 什么 这 一 强大 的 力 不 通 过 任 
何 媒介 就 能 作用 于 很 远 的 物体 上 这 一 事实 感到 困惑 .他 
不 相信 力 会 在 真空 中 传播 ， 而 认为 这 中 间 存在 着 物质 
“以 太 ”。 虽然 以 太 本 身 是 否 是 物质 还 没有 解决 , 但 是 牛 
顿 认为 力 是 通过 以 太 传播 的 ,天 使 推动 行星 运动 的 观点 
被 宇宙 的 灵魂 所 取代 。 如果 引 力 是 普遍 存在 的 , 那么 所 
有 的 物质 将 逐渐 互相 吸引 ,整个 宇宙 将 崩溃 。 即使 是 牛 
顿 也 把 神 作为 抵御 世界 末日 的 保护 者 .如 果 引 力 的 数学 
模型 与 观测 的 事实 稍 有 不 附 的 话 , 整个 引力 理论 将 被 所 
弃 。 由 于 引力 理论 更 出 色 , 最 终 稍 卡 儿 的 涡流 体系 被 所 
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弃 。 数 学 不 仅仅 是 “补充 说 明 这 一 现象 ”。 新 的 力学 伴 
随 着 新 的 数学 分 支 微 积分 而 来, 我 们 下 面 将 探讨 微 积分 
发 明 背 后 的 故事 。 
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47 世 纪 牛 顿 和 开 普 勒 利用 几何 手段 建立 了 行星 的 
| 轨道 模型 。 然 而 在 实际 空间 中 并 没有 这 样 的 一 个 椭圆 形 
实物 ， 它们 只 是 由 行星 描绘 出 的 看 不 见 的 路 线 。 与 用 几 
| 何 法 构造 出 的 行星 的 轨道 相 比 , 寻找 一 种 能 够 描绘 运动 
| 着 的 行星 的 数学 工具 是 非常 有 益 的 。 但 是 从 一 系列 的 直 
| SEANEM, MIN 

过 到 了 无 穷 及 无 穷 小 数 的 问题 。 

在 考查 微 积 分 的 发 明之 前 , 有 必要 看 一 看 人 们 是 如 
| 何 党 试 解决 面积 和 正切 的 一 般 问题 的 。 最 早 发 明 “BË 
| 4" 的 是 阿 基 米 德 。 阿 基 米 德 发 现 了 两 种 求 曲线 所 围 图 
| 形 的 面积 的 方法 。 人 们 通常 把 这 两 种 方法 分 别称 为 几何 
方法 和 力学 方法 ,从 古代 就 遗留 下 来 的 著名 问题 之 一 是 
求 圆 的 面积 , 也 就 是 所 谓 的 “ 求 积 ”或 “ 变 圆 为 方 ”。 在 
一 篇 《关于 圆 的 测量 》 的 论文 中 , 阿 基 米 德 证 明了 两 个 
重要 结果 第 一 个 是 , 一 个 圆 的 面积 等 于 底 为 该 圆 的 周 


| 
| 
| 
| 
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长 而 高 为 该 圆 的 半径 的 直角 三 角形 的 面积 。 GR x 
TER AA n DA (Aik BOA z 的 值 , 第 二 
是 给 出 了 7 HOME 31⁄4 - 310/51 之 间 。 Non 
使 用 了 圆 的 内 接 正 多 边 形 及 贺 的 外 切 正 多 边 形 这 样 的 几 | 
何方 法 , 通过 反复 增加 两 个 正 多 边 形 的 边 数 , 这 两 个 正 
多 边 形 可 以 任意 靠近 圆周 。 不 仅 如 此 , 这 两 个 正 多 边 形 
越 来 越 靠 近 ， 中间 夹 着 该 图 。 因 此 ， 如 果 无 限 地 持续 上 
述 步骤 , 正 多 边 形 的 面积 就 将 趋向 于 圆 的 面积 。 阿 基 米 
德 是 从 内 接 和 外 切 六 边 形 开始 着 手 求 的 值 的 。 当 边 数 
达到 96 时 ， 他 停止 了 计算 。 如 果 将 上 述 过 程 持续 下 去 ， 
他 会 得 到 任意 精度 的 的 值 .这 一 过 程 的 正确 性 的 证 明 
使 用 了 欧 多 克 索 斯 (第 4 章 ) 的 穷 举 法 。 但 是 阿 基 米 德 
回避 了 证 明 这 些 正 多 边 形 以 某 种 方式 趋向 于 圆 , 而 是 通 
过 元 长 的 逻辑 论证 来 证 明 上 述 过 程 的 正确 性 的 。 阿 基 米 
德 回避 正 多 边 形 趋向 于 圆 这 一 事实 是 可 以 理解 的 。 因 为 
对 希腊 人 来 说 正 多 边 形 和 圆 是 完全 不 同 的 对 象 .从 多 边 
形 到 圆 存在 着 飞跃。 

阿 基 米 德 的 机 械 手 法 在 他 的 《方法 论 》 中 得 以 验 
证 。《 方 法 论 》 原 本 是 阿 基 米 德 寄 给 埃 拉 托 塞 尼 的 一 圭 
长 信 ， 而 且 被 认为 已 经 丢失 。 但 1906 年 在 君 士 坦 丁 保 
它 被 重新 发 现 。 而 这 重 现 的 《方法 论 》 是 原稿 的 重 写 本 : 
一 卷 10 世纪 的 羊皮 纸 上 记载 着 阿 基 米 德 的 一 些 研究 。 
后 来 这 卷 羊皮 纸 被 清洗 , 用 于 写 祷告 文 , 但 是 由 于 洗 得 
并 不 彻底 , 原来 的 数学 原文 仍然 可 以 辨认 出 来 (1998 年 
这 卷 羊皮 纸 以 200 万 美元 被 拍卖 )。 阿 基 米 德 的 方法 主 
要 是 将 面积 分 成 一 些 线条 , 然后 把 这 些 线条 进行 重新 组 
f, 组 成 新 的 图 形 。 这 种 精确 的 转换 是 通过 杠杆 原理 实 
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现 的 。 从 某 种 意义 上 讲 阿 基 米 德 是 利用 — 
衡 未 知 的 面积 , 支点 的 位 置 决定 了 它们 的 相对 大 小 (把 
面 看 成 是 有 重量 的 物体 )。 力 学 一 词 就 是 由 此 而 来 。 虽 
然 阿 基 米 德 声称 上 述 方法 是 一 个 发 现 新 结果 的 探索 性 方 
法 ， 但 他 也 意识 到 这 个 方法 不 能 对 结果 进行 有 效 证 明 。 
当 他 发 表 这 一 辉煌 的 成 果 时 , 他 又 回 到 几何 方法 上 。 + 
要 的 问题 是 在 于 假定 面积 是 由 不 可 分 的 直线 组 成 , 因为 
线 是 一 个 一 维 实体 : 只 有 长 度 没 有 宽度 , 无 论 我 们 怎样 
把 这 些 线条 罗列 起 来 , 这 些 一 维 物 体 的 总 集 也 是 一 维 的 
而 不 可 能 是 二 维 的 。 尽管 有 这 样 的 疑点 , 阿 基 米 德 还 是 
成 功 地 计算 了 面积 和 体积 , 包括 抛物 线 与 直线 所 围 的 面 
积 ， 以 及 立体 图 形 的 重心 ， 如 圆锥 体 的 重心 等 。 

出 于 对 动力 学 及 静 力 学 研究 的 需要 , 17 世 纪 , 人 们 
对 生成 各 种 各 样 的 曲线 、 找 出 它们 的 长 度 、 它们 所 围 的 
面积 以 及 旋转 它们 所 形成 的 几何 体 的 体积 产生 了 更 加 浓 
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厚 的 兴趣 ,确立 一 
个 物体 的 重心 对 
于 决定 物体 的 稳 
定性 是 非常 重要 
的 .物体 的 稳定 性 
显然 与 建筑 学 及 
造船 业 关系 密切 。 
当时 主要 是 使 用 
阿 基 米 德 的 两 种 
方法 来 决定 重心 。 
可 是 , 人 们 逐渐 认 
识 到 对 待 不 可 分 
量 或 无 穷 小 量 时 ， 
这 种 方法 可 能 有 些 逻 辑 问题 。 然 而 , 使 用 不 可 分 量 的 方 
法 比 几何 方法 更 容易 得 到 正确 结果 。 

数学 家 们 不 能 再 回避 如 何 处 理 无 穷 和 无 穷 小 数 这 些 
数学 概念 的 问题 了 。 开 普 勒 在 计算 一 个 沿 着 椭圆 轨道 运 
行 的 行星 与 太阳 连 线 扫 过 的 面积 时 使 用 了 无 穷 小 方法 。 
令 人 难忘 的 是 , 在 名 为 《 酒 桶 新 立体 几何 》(1615 年 ) 一 
书 中 , 开 普 勤 使 用 无 穷 小 切片 的 方法 计算 出 葡萄 酒 桶 的 
容积 。 伽利略 确信 存在 无 穷 。 他 引用 了 把 圆 看 成 边 数 为 
无 穷 多 的 正 多 边 形 的 例子 。 同 一 时 期 ， 人 向 利 略 的 学 生 、 
波 罗 娜 的 数学 教授 波 纳 文 图 拉 : 卡 瓦 列 里 (Bonaventura 
Cavalieri, 15984F ~ 1647 年 ) ?发 表 了 关于 求 面积 和 容 
积 方 法 的 长 达 700 多 页 的 巨著 。 卡 瓦 列 里 在 《一 种 推进 
连续 不 可 分 新 几何 学 的 方法 》(1635 年 ) 一 书 中 讨论 了 
不 可 分 原理 。 他 把 平面 图 看 成 是 由 不 可 分 线条 组 成 的 ， 


Mbyutu Seer vits ENS EY c Y ^ Sate 
eu * ñ i s S qu Ue E M NE NEED dee : OR d 省 X or e Ë oba zu i: ee. rs 
E ee O Pee DELE E os 209 


= I “A. we owl L NE, ath 1 2 RAL oA PEINE . MTS. 


$ ii 4 CS 5 3) 
f£—2s. att 
给 了 天 文学 案 和 占星 
案 。 这 是 一 部 通过 宗 
RF SRPRAFTG 
论 杷 物质 科举 和 精神 
FRSA RAF 
害 和 谐 理 论 的 巨著 。 


中 波 纳 文 图 拉 . 卡 瓦 列 
Eg, KATE X. & 
展 了 几何 学 , 积分 学 先 
g—— hi. 


133 


pA EN s B um uu a 


ied X on a he cites s s. => 


or 


| 把 立体 图 看 成 是 由 不 可 分 的 面 组 成 的 。 他 的 最 一 般 结 果 
| 是 给 出 了 曲线 y=xn 下 的 面积 公式 。 其 中 mn 是 任意 (IE) 
OAR AUGE r 

国 数学 家 . 5 UL | 

为 17 世纪 上 半 淹 两 位 | ME, 让 我 们 简单 看 一 下 在 寻找 曲线 的 切线 过 程 中 


去 要 的 数学 家 ,他 独立 | mM j | 
于 第 卡 儿 发 现 了 解析 |“ 前 微 积 分 ”的 发 展 。 皮 埃 尔 : W- HH (Pierre de 


几何 的 基本 原理 。 由 于 | Q4H NN ; 
FRRH k b a | Fermat, 1601 年 ~ 1665 年 ) ?得 出 了 一 些 重要 的 结果 ， 


RREBARLAM | 但 没有 正式 发 表 , 而 是 在 马丁 .梅森 (Marin Mersenne, 


方法 而 被 认为 是 微分 | 
学 的 创始 人 一 一 编 注 。| 1588 年 ~ 1648 年 ) 主持 的 梅森 学 院 里 传播 。 费 马 找 到 了 


在 一 个 多 项 式 曲线 上 求 任意 点 的 切线 的 方法 , 并 确立 了 
求 多 项 式 曲线 的 极 大 值 与 极 小 值 的 方法 。 他 还 重新 发 现 
了 卡 瓦 列 里 的 关于 曲线 y=xn 下 的 面积 公式 。 并 扩展 到 
0 为 负数 。 惟一 不 规则 的 情况 是 n=-1。y=1/X 下 的 面积 
是 一 个 对 数 函 数 。 费 马 的 方法 与 我 们 现在 在 微 积分 学 中 
使 用 的 方法 极其 相似 。 惟 一 不 同 的 是 费 马 没有 使 用 无 穷 
逼近 的 概念 。 在 费 马 的 无 穷 小 分 析 中 没有 提 到 切线 和 面 
积 是 互 逆 的 这 -关键 特征 。 同样 ， 他 也 没有 把 他 的 方法 
推广 到 一 般 函 数 曲线 上 。 

大 量 的 “前 微 积分 ”方法 的 积累 很 快 就 发 展 成 为 数 
学 的 一 个 新 分 支 。 与 以 往 一 样 ， 一 场 革命 即将 来 临 ， 只 

| 等 待 一 个 伟人 将 它 变 成 现实 。 这 里 微 积分 的 发 明 归功 于 

ez eg no 两 位 伟人 : BEE- RRT RRE EMEA. 如 
&ex kar uu 同 所 有 的 共同 发 明 一 样 , 这 里 也 发 生 了 谁 最 先 发 明 了 微 
esa mezt| 积分 学 以 及 是 谁 先 把 微 积分 学 传 到 了 欧洲 等 这 样 的 无 聊 
椒 >、 其 中 表述 了 成 为 | ，、 
生 些 现代 计算 机 的 理 1 T6. 
PARAAN CA PREFIERE R. -REER 


FER i MARS ZH SER Hf. 1661 年 他 进入 了 剑桥 大 学 三 一 学 
1 、 色 这 些 元 素 的 有 
"aea. | 院 ， 并 于 1664 年 毕业 。 两 年 后 由 于 鼠疫 该 学 院 被 关闭 ， 
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牛顿 回 到 林肯 郡 的 家 中 生活 。 他 后 来 写 到 , 就 是 在 这 一 
时 期 他 发 现 了 著名 的 无 穷 级 数 、 万 有 引力 定律 和 微 积 | 
分 。1669 年 牛顿 写 了 《无 穷 级 数 分 析 》。 在 文中 ， 他 利 | 
用 处 理 有 限 级 数 的 方法 处 理 了 无 穷 极 数 , 后 来 他 又 把 二 
项 式 定理 推广 到 有 理 数 需 。 在 《无 穷 级 数 分 析 》 中 ， 牛 
顿 还 第 一 次 提 及 了 微 积分 的 概念 。 牛 顿 的 微 积 分 基于 与 
费 马 类 似 的 方法 , 但 它 处 理 无 穷 级 数 的 功能 更 强 。 同时 
他 还 首次 把 求 曲 线 下 的 面积 表示 成 求 曲线 切线 的 逆 运 
算 。1671 年 牛顿 又 写 了 一 篇 关于 流 数 术 的 论文 。 在 这 篇 
论文 中 ， 他 把 变量 x 和 y 看 成 是 相对 于 时 间 的 流动 量 ， 
Mx Aly HEX Ay 的 流动 率 。 当 X 和 y 本 身 是 变化 
TÉ (流动 率 ) HJ. Ax’ Aly’ 表示 Xx 和 y 的 流动 率 。 牛 
顿 的 这 些 思 想 得 之 于 “ 线 是 运动 的 点 的 轨迹 ”这 一 观 
点 。 点 在 运动 的 过 程 中 , 时 间 被 看 成 是 一 种 无 形 的 计时 
胡 ， 并 不 作为 一 个 独立 的 变量 体 。 不幸 的 是 牛顿 没有 发 
表 这 些 结果 。 只 把 当中 的 一 些 内 容 告 诉 了 他 的 同僚。 
《无 穷 级 数 分 析 》 直 到 1711 年 才 被 出 版 。 同 时 1736 年 
又 出 版 了 英文 版 的 《 流 数 术 方 法 和 无 穷 级 数 》。 他 的 第 x 
一 份 关于 流 数 术 的 报告 于 1687 年 以 扼要 而 难 解 的 几 段 

文字 出 现 于 《 目 然 哲 学 的 数学 原理 》 一 书 中 . 《自然 哲 

学 的 数学 原理 》 并 不 是 关于 微 积分 的 论著 , 书 中 牛顿 用 

几何 学 的 术语 描述 了 他 的 数学 物理 .从 他 拒绝 发 表 他 的 

研究 成 果 的 事实 可 以 看 出 他 讨 大 随 之 而 来 的 争议 : 此 

前 ,在 光学 方面 ,他 和 胡 克 之 间 有 过 类 似 的 经 历 。 牛顿 

直到 胡 克 去 世 后 才 发 表 他 的 《光学 》。 即便 是 《自然 哲 | 
学 的 数学 原理 》 也 是 在 哈雷 的 鼓励 和 经 济 赞 助 之 下 才 得 
以 见 天 日 。 不 管 怎样 ， 和 牛顿 只 想 静 静 地 去 研究 和 工作 。 
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| 他 的 这 一 做 法 却 招来 了 之 后 激烈 争论 。 
| 在 《自然 哲学 的 数学 原理 》 的 题 为 “ 量 的 初始 比 和 
| 最 终 比 的 方法 ”的 一 章 中 , 牛顿 给 出 了 微分 和 积分 的 几 
| 何 说 明 , 在 另 一 章 中 列 出 了 微分 的 一 些 结果 。 作 为 微 积 
分 的 第 一 本 著作 , 除了 少数 数学 家 外 , 在 科学 界 中 没 能 
| 引起 重视 ,牛顿 通 过 几何 证 明 直 接 给 出 了 一 般 结果 而 没 
| 有 经 过 严格 的 代数 证 明 。 EBH, 牛顿 承认 这 样 的 证 明 


| 比较 简单 ， 但 是 使 用 不 

什么 是 流速 术 ? 它 是 消失 增 量 的 束 ”可 分 量 的 证 明 方 法 理论 
E. IA EA E EGET 它 八旗 ”依据 不 充分 。 和 牛顿 并 不 
TRUE IR BTE, ORLEFAE, 从 么 都 ”是 第 一 个 研究 微 积 分 的 
TE. KÜLESANIEUMPEIEXISOSTE X. iih 5 —^A- m 


AERE. 立 了 微 积分 的 坚实 框架 
HRR MEH 《分析 农 》，1734 第 ”的 人 .在 这 一 体系 下 , t 
| 分 与 积分 是 可 逆转 的 ， 


而 且 他 利用 无 穷 级 数 扩展 了 可 处 理 函 数 的 范围 。 
| ”让 我 们 具体 看 一 下 牛顿 所 要 解决 的 问题 .如 果 我 们 
在 曲线 上 取 一 点 并 要 找 出 通过 这 一 点 的 切线 的 斜率 .我 
| 们 就 可 以 这 样 来 做 :在 靠近 这 个 点 的 附近 取 另 外 一 个 
| 点 并 连结 两 点 做 直线 。 也 可 以 做 以 这 两 点 联 线 为 斜 边 的 
直角 三 角形 。 这 时 三 角形 两 个 直角 边 的 比 给 出 了 斜 边 的 
斜率 。 如 果 我 们 想像 第 二 个 点 慢 慢 地 朝向 第 一 个 点 移 
动 , 就 会 发 现 切线 的 斜率 与 相应 直角 三 角形 斜 边 的 斜率 
| 越 来 越 靠近 , 同时 三 角形 越 来 越 小 。 如 果 我 们 想像 两 个 
| 点 重合 时 , 就 可 以 确信 建立 了 过 该 点 的 切线 。 但 是 三 

形 消 失 了 , 并 且 此 时 用 于 计算 斜率 的 两 个 直角 边 都 变 成 


| 了 了 0. 这样， 最 终 两 个 零 的 比 给 出 了 准确 的 答案 ! 对 和 
b 
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牛顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 了》 大 1， 命题 
1, 定理 1。 图 示 了 从 莱 一 固定 点 出 发 的 向 
心力 影响 下 的 质点 执 迹 。 牛 顿 证 明了 这 样 
的 质点 所 要 过 的 面积 与 质点 花费 的 时 间 成 
正比 ， 从 而 推广 了 开 普 勒 的 第 二 定 健 。 
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SECT. IL 
De Inventione Virinm C entripetarum. 


Prop. I. Theorem. I 


Areas quat corpora in gyros a&ia radiis ad immobile centrum virium 
~ dutlis deferibunt, © in planis immobilibus coufiftere, c> effe tem- 
| ~ peribus proportionales. | | 
Dividatur tempus in partes equales, & prima temporis parte 
deícribat corpus vi inlita rediam 4B. Idem fecunda temporis 
parte,fi nil impediret, retta pergeret ad c,( per Leg. 1) defcribens 
lineam Be qualem ipfi AB, adeo ut radis AS, BS, cS ad 
centrum ads, — — 
confecte forent | 
equales arex A 
6B, BSc. Ve- 
rum ubi: corpus 
venit ad B, agat . 
viscentripeta im- 
pulfu unico fed 
magno, faciatq; 
corpus a reda. 
Be defledere & 
pergere in recta ` 
BC. Ypfi BSpa- 
rallela agature C - 
occurrens B C in | | 
C, & completa fecunda temporis parte, corpus( per Legum Co- 
rol. 1) reperietur in C, in eodem plano cum triangulo ASB. Junge 
SC, & triangulim S BC, ob parallelas S B, Cc, zquale erit. trian- 
gulo Š Bc, atq; adeo etiam triangulo $ AB. Simili argumento fi 
MEE vis 


| 顿 来 说 这 种 趋 近 于 零 的 量 的 最 终 比 本 吴 也 是 一 个 量 。 当 
x 时 ,牛顿 确信 微 积分 是 正确 的 。 巨 大 的 实用 性 使 微 积分 
MEM ” ”得 到 了 广泛 的 运用 。 


defcripto, fecetur producta recta UR in H, & umbilicis S, H, 


axe tranfverfo ream H V quante, defcribatur TrajeCtoria. Di- | | 但 是 徽 积 分 基础 的 
co fa&um. Namgi VH effe 

adS H ut VK adSK, atq; a- X. | 正确 性 仍 受 到 怀疑 。 
deo ut axis tranfverfus Tra- e| M E | u 
jcSoriz defcribende ad dift- nen N = 人 们 又 回 到 无 穷 大 
antiam umbilicorum cjus, pa- K \ | 

tet ex demonftratis in Cafu {e- JU uev Xn x u 和 无 3 小 的 问 题 上 


cundo, & propterea Trajec- 


toriam defcriptam | ejufdem | 来 。 牛 顿 死 后 不 久 ， 
efie fpeciei cum defcribenda: retam vero TR qva angulus VR £ | d 


bifecatur, tangere Trajectoriam in puncto R, patet ex Conici: | x 后 学 家 毕 晓 普 . 伯 克 
QE. F. . . | 

Cas. 4. Circa umbilicum S defcribenda jam fit Trajectoria oi 利 在 他 的 《分 析 家 》 
-AP B, quz tangat rectam T R, tranfeatq; per punctum. quodvis E 
Pextra tangentem datum, quzq; fimilis fit figure a p b, axe (Po 书 中 对 微 积分 进 


| 行 了 公然 的 攻击 。 在 
该 书 中 虽然 强调 了 
数学 家 们 都 知道 的 
逻辑 问题 , 但 是 此 书 
， 带 有 宗教 的 偏执 , 并 
| 侮辱 数学 家 是 相信 
tania ab Scumbiigsb dep, emen TR dee | REM RE A R” 

牛顿 的 《自然 哲学 的 数 一 一 一 一 一 的 异 教 徒 。 

auc ss |) 哥 特 弗 雷 德 . 莱 布 尼 兹 ( Gottfried Wilhelm 


SNARERE TE x Leibniz, 1646 ^F - 1716 *E) 出 生 于 莱比锡 。 在 那里 他 
2. aparana | 学 习 了 法 律 、 神 学 、 哲 学 和 数学 。 学 校 拒 绝 授予 他 法 律 
| 专业 的 博士 学 位 ， 因 为 他 太 年 轻 了 ， 只 有 20 岁 .他 毕 
业 后 去 了 纽伦堡 ， 在 纽伦堡 他 反而 拒绝 了 法 律 教授 职 
位 ,而 更 希望 成 为 一 名 外 交 官 并 最 终 成 为 汉诺威 的 外 交 
官员 .。 他 通常 被 看 成 是 最 后 一 位 伟大 的 通用 主义 者 。 他 
| 对 逻辑 学 以 及 通用 语言 的 设计 深 感 兴趣 .今天 我 们 所 用 


Ó 


的 微 积分 主要 来 自 于 莱 布 尼 兹 。 术语 微分 学 、 积 分 学 及 ， 
微分 符号 dy/dx 和 Jdx 均 是 他 创造 的 ， 他 的 外 交 官 的 
职位 给 他 提供 旅行 的 方便 。 1673 年 他 访问 了 伦敦 , TEN 
里 他 成 为 了 一 名 贵族 。 1676 年 回国 后 他 向 世人 展示 了 
一 种 新 机 械 计算 机 。 他 不 认识 牛顿 , 但 是 后 来 的 争论 大 ， 
部 集中 于 菜 布 尼 兹 在 旅行 中 是 否 有 机 会 看 到 牛顿 的 《无 | 
穷 级 数 分 析 )》。 莱 布 尼 兹 和 牛顿 很 快 建立 了 友好 的 关系 ， 
相互 交换 对 无 穷 级 数 的 观点 。 x 

虽然 莱 布 尼 效 的 微 积分 也 产生 于 分 析 级 数 的 研究 ， 
但 是 它 的 形式 是 不 同 的 : 葬 布 尼 兹 对 无 穷 级 数 的 求 和 
问题 很 感 兴趣 。 在 巴黎 期 间 , 他 开始 研究 以 2/ Cn(n+1)) 
表示 的 三 角形 数 倒数 的 求 和 问题 。 他 很 巧妙 地 把 2/ Cn 
(n+1)] 写成 形 如 2 [1/n-1/(n+1)) 的 形式 。 这样， 只 | 
要 写 出 前 几 项 就 会 清晰 地 看 到 , 除了 第 一 项 和 最 后 一 项 
外 , 其 他 项 部 相互 抵消 。 把 和 扩展 到 无 穷 的 情况 则 可 得 
到 结果 2。 莱 布 尼 兹 还 研究 了 其 他 级 数 ， 得 到 判断 它们 ， 
是 收敛 还 是 发 散 的 方法 。 他 领悟 到 , 求 曲线 上 某 一 点 的 
切线 等 价 于 求 当 横 坐 标 差 趋 近 于 零 时 纵 坐标 的 差 与 模 坐 
标的 差 的 比 。 而 积分 则 是 纵 坐 标的 和 。 换 言 之, 一 条 曲 
线 的 积分 是 当 用 等 宽 长 方形 近似 该 曲线 与 横 坐标 所 围 面 
积 时 ， 长 方形 宽度 趋 近 于 零 时 的 极限 。 对 于 某 个 序列 ， 
求 前 n 项 的 和 与 由 这 样 的 和 求 第 n 项 的 运算 是 互 逆 的 。 
同样 地 , 微分 和 积分 也 是 互 逆 的 。 一切 都 依赖 于 牛顿 称 
之 为 “消失 的 量 的 比 那样 的 无 穷 小 三 角形 。 莱 布 尼 冀 
微 积分 的 关键 概念 是 用 dx 表示 XxX 的 极 小 增 量 。 JTE 
数 y=f(x)， 微 分 由 dy/dx 给 出 ， 积 分 是 由 Tydx 给 出 。 
积分 的 记号 可 以 读 成 边 为 y 和 dx 构成 的 长 方形 的 面积 


| 的 和 。 业 布 尼 兹 的 手稿 完成 于 1675 年 。 经 过 一 些 符号 
改动 后 ， 他 的 微分 学 结果 发 表 于 1684 年 ， 而 积分 学 结 
| 果 发 表 于 1686 年 。 两 篇 文章 均 发 表 在 他 作为 创办 者 之 


一 的 《学 艺 》 杂 志 上 。 在 这 两 篇 文章 中 他 给 出 了 -些微 


超越 图 数 这 一 -术语 是 菜 布 尼 兹 用 来 表示 如 sin x, In x 
这 样 的 可 以 表示 成 无 穷 级 数 但 不 是 代数 方程 式 的 解 的 函 


莱 布 尼 兹 所 得 到 的 结果 与 牛顿 所 得 结果 类 似 .但 是 
| 牛顿 却 没有 发 表 一 场 谁 是 微 积分 的 第 一 位 发 明 者 的 争 

论 一 直 持续 到 这 两 个 人 的 后 半生 。 从 发 表 时 间 来 看 ， 
《自然 哲学 的 数学 原理 》 第 一 版 发 表 于 1687 年 , 晚 于 莱 
| 布 尼 交 发 表 在 《学 艺 》 上 的 文章 。 牛顿 曾 往 汉诺威 寄 了 
| 一 份 《 自 然 哲 学 的 数学 原理 》 给 莱 布 尼 兹 ， 以 为 他 在 汉 
| 诺 威 , 但 当时 莱 布 尼 兹 却 在 意大利 。 1689 年 莱 布 尼 兹 从 
| 学报 上 和 看 到 了 该 书 的 评论 , 基于 这 一 评论 文章 , HAE 
| 兹 写 了 关于 力学 和 光学 的 文章 ,其 中 一 些 内 容 显 然 归功 
于 牛顿 的 研究 。 但 是 , 莱 布 尼 兹 的 前 几 篇 文章 在 欧洲 大 
| 陆 的 成 切 使 得 许多 欧洲 人 把 微 积分 的 发 明 归 功 于 莱 布 尼 
| 次 。1699 年 一 位 无 名 的 数学 家 在 皇家 学 院 发 表 文 章 , Ë 
| 示 莱 布 尼 兹 是 从 牛顿 的 研究 中 得 到 启示 的 。 随 之 发 生 了 
| 一 场 针锋相对 的 辩论 。 莱 布 尼 兹 以 《学 艺 》 为 喉舌 ， 而 
| 牛顿 则 得 到 了 皇家 学 院 的 支持 。 皇 家 学 院 本 身 也 成 立 了 


i 


| 专门 的 调查 委员 会 。1705 年 ，《 学 艺 》 对 牛顿 的 最 新 著 
作 做 了 负面 的 评论 。 而 1712 年 皇家 学 院 的 调查 委员 会 
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判决 牛顿 是 第 一 发 明 者 。1726 年 ,在 菜 布 尼 兹 死 后 ， 牛 
顿 从 《自然 哲学 的 数学 原理 》 的 第 三 版 中 删 去 了 对 莱 布 
尼 北 研究 的 所 有 引用 。 如 果 和 牛顿 在 1669 年 就 公开 发 表 
他 的 《无 穷 级 数 分 析 》 的 话 ， 所 有 的 不 愉快 都 可 避免 。 
直到 19 世纪 初期 ， 英 国人 仍 把 牛顿 的 流 数 术 看 成 是 微 
积分 。 但 是 在 欧洲 , 莱 布 尼 兹 的 微 积分 发 展 成 了 令 人 难 
以 置信 的 强 有 力 的 工具 。 

曾经 极力 回避 公众 的 牛顿 晚年 却 忙 于 公务 。1696 
年 他 成 为 造 币 三 的 总 监 , 并 由 于 在 造 币 改革 及 惩罚 造 伪 
币 者 的 工作 中 表现 出 色 ， 于 1699 年 升 为 厂 长 。1701 年 
他 被 科学 院 选 为 第 二 位 外 国 院士 ， 第 一 位 是 莱 布 尼 北 。 
1703 年 被 选 为 皇家 学 会 主席 ， 直 到 逝世 。1705 年 牛顿 
被 安妮 女王 封 为 茵 士 , 死 后 被 葛 于 伦敦 威 斯 敏 斯 特大 教 
和 营 。 伏 尔 泰 曾 评述 到 :“ 由 于 他 的 伟大 功绩 ， 牛 顿 生 时 
受到 国民 的 尊敬 ， 死 时 像 国 干 一 样 受 到 人 们 的 瞻仰 。” 

茉 布 尼 兹 继续 在 哲学 .宗教 和 逻辑 学 等 各 个 领域 进 
行 广泛 的 研究 。 1700 年 他 推进 了 柏林 科学 院 的 创建 。 但 
是 该 学 院 在 他 死 后 才 正 式 建成 .似乎 他 注定 要 生活 在 伦 
Ho 1714 年 他 的 雇主 汉诺威 公事 成 为 英国 国王 , 在 他 担 
任 了 外 交 官 、 历 史学 家 、 律师 及 教师 等 职 之 后 ,他 被 委 
任 去 考查 整理 皇室 家 谱 , 也 许 是 当时 的 政治 环境 限制 使 
牛顿 和 莱 布 尼 兹 不 能 彼此 相 容 。 

1701 年 在 回复 普鲁士 女王 的 邀请 信 的 结尾 ， 莱 布 
尼 效 写 到 :“ 数 学 发 展 到 今日 .牛顿 先生 做 出 了 出 色 的 
工作 。 而 牛顿 则 在 1676 年 给 莱 布 尼 兹 的 一 封 信 中 写 
到 : “证 明 收 敛 级 数 的 方法 是 非常 美妙 的 ， 即 使 这 一 方 
法 的 发 明 者 没有 做 过 任何 其 他 的 研究 ,这 也 足以 说 明 他 


| ( 莱 布 尼 兹 ) 的 才华 ”。 幸运 的 是 历史 将 同时 铭记 这 两 位 
| 伟人 。 
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已 知 测 量 过 地 球 周 长 
的 第 一 人 一 一 编 注 。 


海洋 和 星星 


HE GEZ) T, 
(535 所 著 的 《地 理 
学 概论 》。 这 幅 画 展 
示 了 将 十 字 杖 用 于 
测量 天 体 距 离 和 地 
E HESS 


所 有 早期 文化 都 重视 绘制 地 图 。 不 论 是 为 了 建筑 、 


征 税 还 是 为 了 制定 作战 计划 , 测量 师 的 工作 是 与 应 用 数 
学 有 关 的 最 古老 的 职业 之 一 。 大 约 公元 前 2200 年 拉 格 
什 城 的 苏 美 尔 统治 者 古 得 亚 的 一 座 雕像 展示 了 一 位 测量 
员 ， 他 的 手 里 拿 着 宁 基 苏 神 典 的 按 比例 缩小 的 设计 图 、 
测量 用 的 尺子 以 及 书写 用 的 工具 。 这 是 我 们 知道 的 最 早 
的 按 比例 绘制 的 设计 图 。 人 们 在 巴比伦 的 粘土 板 、 埃及 
的 纸 草书 及 中 国 的 丝绸 上 发 现 了 地 图 ,罗马 人 继承 了 希 
腊 人 的 测量 传统 , 当时 的 有 关 文献 中 记载 了 测量 及 按 比 
例 绘图 的 规则 


在 绘制 小 区 域 的 地 图 时 , 我们 可 以 假设 这 一 区 域 是 


平坦 的 。 但 当 我 们 试图 画 更 大 区 域 的 地 图 时 , 地 球 的 曲 


DERSE. ARH 
276g ~ PIME 希 
BAER RAR 
学 家 、 数 学 家 和 诗人 , 


率 就 成 了 重要 的 考虑 因素 之 一 ,我 们 不 清楚 人 类 是 何 时 
发 现 地 球 是 球形 的 。 有 些 人 认为 人 类 占据 了 地 球 的 一 
AE. JEdjz&€3€ (Eratosthenes of Cyrene) 从 公元 前 
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中 海 的 航 库 路 线 。 


240 年 起 为 亚历山大 新 城 的 图 书馆 馆 长 。 他 制作 了 第 一 
张 以 科学 原理 为 依据 的 地 图 。 该 地 图 含有 经 线 和 纬 线 ， 
经 线 和 纬 线 构成 了 不 规则 的 坐标 方 格 。 但 是 这 种 绘制 
地 图 的 方法 在 当时 好 像 并 没有 产生 什么 影响 。 正 是 托 
勒 密 于 公元 150 年 发 表 的 《地 理学 》 成 为 了 制图 学 的 标 
准 教材 。 此 书 中 说 到 地 球 是 圆 的 , 而 且 只 有 一 部 分 地 区 
有 人 居住 。 地球 的 周 长 为 180,000 视 距 (有 人 们 认为 视 
中 =160 米 )。 这 一 长 度 远 没有 厄 拉 多 塞 的 250,000 视 
中 精确 《地理 学》 的 伟大 贡献 是 奠定 了 把 球面 投影 到 
平面 的 基础 。 花 拉 子 密 ( 第 7 章 ) 修改 了 托 勒 窒 的 地 图 ， 
他 保留 了 托 勒 密 关于 地 中 海地 区 的 那 一 部 分 ， 但 提高 
了 中 亚 地 区 的 精确 度 。 

把 球形 的 地 球 投影 到 平面 上 往往 要 产生 一 些 失 真 。 
绘图 员 最 关心 的 是 确定 哪些 因素 失真 的 最 厉害 ， 哪 些 
因素 失真 的 最 少 。 等 角 投 影 可 以 减少 角 和 形状 上 的 失 
F; 等 面积 投影 可 以 保持 相对 的 面积 等 距离 投影 可 以 
保持 相对 距离 。 正 像 我 们 将 要 看 到 的 那样 , 陆地 地 图 和 
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1492 年 跟随 哥伦布 航 
颖 的 科 沙 于 1500 年 给 
制 的 世界 地 图 中 的 地 
中 库 和 北非 部 分 。 


数学 的 故事 | 海洋 是 是 _ 


海洋 图 有 不 同 的 要 求 。 

14 世 纪 , 随 着 欧洲 航海 和 贸易 的 发 展 , 出 现 了 带 有 
直线 网 络 或 罗盘 方位 线 的 航海 指南 图 , 以 帮助 航海 家 们 
制定 航海 计划 。 这 些 图 主要 制 于 威尼斯 、 热 那 亚 和 马 略 
卡 岛 ,虽然 我 们 不 清楚 人 们 在 制作 这 些 航 海 图 时 是 否 使 
用 了 特殊 的 投影 技术 , 但 是 它们 都 相当 精确 。 我 们 还 不 
太 了 解 在 这 一 时 期 人 们 使 用 中 国 发 明 的 罗盘 的 程度 及 天 
体 导 航 的 状况 。 但 是 美洲 大 陆 的 发 现 及 托 勒 密 的 《地 理 
学 》 的 出 版 ,为 绘制 精确 的 记 界 地 图 作 好 了 准备 。 托 勒 
密 的 《地 理学 》 直到 1 世纪 才 在 欧洲 露面 , 首先 在 1477 
年 印刷 于 博洛尼亚 。 文 艺 复兴 时 期 人 们 使 用 了 各 种 各 样 
的 投影 方法 。 这 常常 是 由 于 美学 的 原因 ， 如 弗 郎 西 斯 
科 - 罗 塞 利于 1508 年 首次 使 用 了 椭圆 形 世 界 地 图 并 使 
其 流行 起 来 .这 些 投影 基于 图 形 的 结构 而 不 是 基于 三 角 
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世纪 伟大 的 地 图 学 家 . 
被 誉 为 当代 的 托 勒 密 的 杰 拉 德 : 墨 卡 托 (Gerardus 


Mercator，1512 年 ~ 1594 年) ?为 航海 家 设计 了 一 套 特 
别 的 投影 法 。 墨 卡 托 就 学 于 洛 文大 学 , 学习 哲 学 、 数 学 、 
天 文学 和 制图 学 . 他 还 是 雕刻 师 和 妖 械 制作 师 。 从 1530 
中 期 起 , 他 制作 了 一 系列 地 图 。 包括 了 佛 兰 德 地 图 和 和 巴 
勒 斯 坦 地 图 .1544 年 因 异 端 行为 被 投入 监狱 。 但 由 于 大 
SHS ARGH, 很 快 被 释放 。 之 后 他 到 了 现在 位 于 德国 
By sc EA BELTS, FFF 1564 EJ LE Z BRL BJ 
官 廷 “宇宙 志学 家 ”。 在 1569 年 ， 就 是 在 杜 伊 斯 堡 ， 他 
创建 了 “ 墨 卡 托 投影 法 "， 用 以 绘制 世界 地 图 。 该 投影 
法 的 新 颖 之 处 是 把 经 纬 线 画 成 直线 , 以 便于 航海 家 们 使 
用 ,在 一 个 球体 上 , 如 果 一 个 人 沿 着 一 个 固定 的 方向 行 
驶 时 , 通常 他 的 路 径 是 一 条 曲线 。 事实 上 假设 按 着 固定 
的 方位 行驶 时 , 除非 我 们 是 沿 着 基本 方位 行驶 , 否则 我 
们 就 会 螺旋 式 地 到 达 极 点 。 但 是 将 这 些 罗 盘 方 位 投影 成 
直线 可 以 减轻 航海 家 的 工作 。 墨 卡 托 投影 法 的 另外 一 个 
长 处 是 : 实际 航线 的 变化 角度 和 航海 图 上 的 
航线 变化 角度 是 一 致 的 .虽然 当 纬度 增高 的 
时 候 会 使 地 图 扭曲 得 很 厉害 , 但 是 它 仍 是 当 
时 绘制 世界 地 图 最 常用 的 投影 法 .以 后 该 投 | 
影 法 被 彼得 等 的 等 面积 投影 法 所 取代 ， 

在 《航海 中 的 失误 3X(1599 年 ) 一 书 中 , 爱 
德 华 . 赖 特 对 墨 卡 托 投影 法 进行 了 数学 的 | 
分 析 。 在 同一 年 由 理 查 德 . 哈 克 卢 特 8 出 版 
的 《航海 原理 》 一 书 中 , 赖 特 发 表 了 基于 墨 | 
卡 托 投 影 法 的 世界 地 图 。 随 着 对 陆地 和 天 = 


所 发 明 的 地 图 投影 被 称 
为 墨 卡 托 投影 。 地 图 集 
(Atlas) 一 词 是 他 首先 
使 用 一 一 编 注 。 


CREA PREH. 
1552 ~ 1616, XE 
地 理学 家 。 主 要 兴趣 贯 
注 在 海外 地 理 勘探 与 发 
现 上 ， 积极 参加 当时 找 
寻 通 向 东方 航道 的 活动 
一 一 编 注 ， 


y X + 1701 年 所 制造 的 
—-SKIRSE LAME 
的 数 尝 仪器 色 括 了 几何 
的 四 分 仪 ,通用 日 各 及 一 
AARTAR RIKA 
为 一 位 富有 的 庚 主 作为 
身份 象征 而 不 是 作为 实 
用 工具 而 做 的 。 
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Kit ARH RA E 
Jdem) (Qu 
学 少 所 绘制 的 1513 年 
的 世界 地 图 。 | 


p RA, 人 们 开始 研制 地 球 仪 和 天 体 仪 。 这 些 
仪器 通常 是 为 了 教学 的 需要 , 同时 它们 也 被 作为 新 知识 
(edi. 在 通常 情况 下 , 人 们 将 地 球 仪 和 天 体 仪 安装 在 
| 一起, 使 之 成 为 双胞胎 球体 。 随 着 天 体 观测 精确 度 的 逐 
| 步 增加 以 及 三 角 投影 法 在 法 国 .英国 和 其 他 欧洲 国家 的 
兴起， 世界 地 图 需要 定时 更 新 。 

| m, 为 了 绘制 精确 的 地 图 和 航海 图 , 需要 知道 关 
| 键 地 区 的 精确 的 经 度 和 纬度 。 纬度 很 好 计算 。 它们 与 北 
| 极 的 等 高 线 一 致 。 当 时 , 为 了 确定 纬度 ， 人 们 可 以 利用 
| 太阳 的 位 置 并 使 用 太阳 光 与 赤道 的 夹 角 的 偏差 表 对 纬度 
| 进行 修正 。 然 而 ， 经 度 就 比较 难以 计算 了 。 以 某 一 个 子 
午 图 为 零 时 区 , 从 该 子午 图 开 始 每 喇 1$* 产 生 时 差 为 一 小 
| 时 的 时 区 。 当 地 时 间 可 以 通过 天 体 观测 或 日 丹 来 确定 。 
| 但 是 , 为 此 我 们 需要 同时 知道 零 时 区 的 时 间 。 一 种 方法 
是 将 月 亮 看 成 是 夜晚 的 时 钟 , 通过 观测 它 在 空中 的 运行 
来 计算 时 间 。 但 是 月 亮 的 运行 轨道 是 非常 不 规则 的 , 而 
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且 由 于 航海 时 间 较 长 , 所 以 只 有 当 航 海 家 手中 有 早已 给 
制 好 的 月 亮 运 行 轨迹 表 时 , 该 方法 才 有 效 。 BABIES 
家 天 文 台 就 是 为 这 一 目的 于 1675 年 创建 的 。1767 年 皇 
家 天 文学 家 内 维尔 : 马 斯 基 林 8 发 表 了 《航海 年 鉴 》。 年 
鉴 含 有 一 年 中 每 隔 3 小 时 的 月 球 位 置 表 。 那 时 约翰 . 哈 
里 森 的 航海 钟 已 接近 完成 , 并 且 它 很 快 成 为 在 海上 确定 
经 度 的 有 效 工 具 。 该 仪器 有 一 个 标准 时 间 表 , 这 样 通过 
对 太阳 或 恒星 的 观测 来 确定 当地 时 间 , 然后 当地 时 间 与 
标准 时 间 的 差 就 可 给 出 航海 船 所 在 地 区 的 经 度 。s 
随 着 人 们 发 现 地 球 并 非 是 一 个 标准 的 球体 而 是 一 个 
扁平 的 球体 一 一 它 的 两 极 比较 平坦 , 投影 法 变 得 更 加 复 
杂 。 牛顿 在 《自然 哲学 的 数学 原理 》 中 关于 地 球 是 扁平 
的 论证 最 终 被 实践 所 证 实 。 如 果 地 球 的 两 极 是 平坦 的 
话 ， 对 于 纬度 1”， 两 极 附近 的 长 度 比 赤道 附近 的 长 度 


”要 长 , 同时 , 由 于 地 球 的 引力 , 纬度 不 同 加 速度 也 不 同 。 


人 们 组 成 了 测量 
远征 探险 队 来 检 
测 这 些 结果 . 1735 
年 , 巴黎 科学 院 决 
定 派 出 特使 团 到 
拉 普 兰 和 秘鲁 去 
测量 北极 与 赤道 
附近 纬度 1” 的 差 
别 。 克 里 斯 蒂 安 . 
an KF 
的 经 典 研究 指出 ， 
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OAH - MER. 
1732 Æ - 1811 £. RR 
第 五 位 皇家 天 文学 家 . 
主要 成 就 是 改进 航海 术 。 
他 也 是 测量 时 间 精 度 达 
到 Ao 秒 的 第 一 人 一 编 
注 。 


全 相关 内 容 请 参阅 海南 
出 版 社 出 版 的 《经 度 》 
(2000 年 1 月 1 版 ) 一 书 
一 一 编 注 。 


ORA EIER. 
1629 £ - 1695 £. g > 
数学 家 、 天 文学 家 、 物 理 
学 家 , 光 的 波动 理论 的 创 
UF, 发 现 了 土星 光环 的 
真实 形状 . 对 动力 学 做 出 
最 早 贡献 一 - 缩 注 。 


EEEF 1585 年 所 号 的 
《地 图 条 》 中 的 一 幅 世 界 
MHL EPEAT 
“地 图 条 ”这 一 户 泡 ,地 图 
集 的 各 个 版 本 包含 了 各 个 
LS L t N: M 
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| 1672 年 就 已 被 注意 到 。 为 了 使 巴黎 的 单 摆 与 在 凯 恩 的 
DHEER ARÉ, 单 摆 所 表示 的 时 间 一 FF, Vr Fh 38 RE RY) ERE RU E 
Mian ee 8| 长 。 不幸 的 是 , 由 于 观测 的 错误 导致 出 了 一 个 矛盾 的 结 


自学 成 才 的 数学 家 和 天 i 
文学 家 。 发 现在 天 文学 | 论 。 有 些 人 甚至 认为 地 球 是 一 个 扁 长 的 球体 , 也 就 是 说 


2 人 cas, 在 两 极 被 拉 长 而 不 是 被 压 扁 了 。 到 了 1832 年 ， 美 国 的 
— 天 文学 家 纳 萨 尼 尔 ， 鲍 迪 奇 "测量 了 全 球 从 拉 普兰 到 好 
1827 年， 法国 数学 家 和 | 望 角 的 52 个 地 区 。 在 他 对 拉 普 拉 斯 ?的 《天 体力 学 》 的 
翻译 本 中 , 他 对 上 述 测量 结果 加 以 分 析 , 并 给 出 了 地 球 
Eme 的 椭圆 率 是 1/?97。 这 一 结果 得 到 国际 上 的 承认 近 百 年 
ZA. 
s ayant 对 地 球 不 是 标准 球体 的 认识 促使 人 们 去 寻找 一 种 不 
| 仅 能 处 理 平面 和 标准 球体 而 且 也 能 处 理 一 般 球体 的 三 角 
e 在 一 个 球 上 三 角形 内 角 和 大 于 180”， 如 果 是 一 般 
球体 的 话 ， 三 角形 内 角 和 将 随 三 角形 的 位 置 不 同 而 变 
x | 化 。 勒 让 德 (AdrienMarie Legendre, 1752 年 ~ 1833 
RASERAS. »j 
t&e1-a RE | 年 ) OF 1799 年 在 这 一 方面 做 出 了 十 分 漂亮 的 研究 。 他 
在 “瞄准 星星 "以 确定 他 | 


的 弟 度 ， 这 一 时 期 的 经 ， 导 找到 了 一 个 三 角形 的 边 与 三 角形 内 角 和 的 关系 公式 。 


PARTHANNEA | 使 用 这 一 计算 公式 , 人们 定义 了 新 的 投影 法 。 用 该 公式 
: | 


ad 
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一 海洋 和 旺旺 | 数学 的 故事 


我 们 可 以 计算 出 所 需 的 扭曲 度 。 兰 伯 特 (Johann | S284. xwa. 


Heinrich Lambert，1728 年 ~1777 年 ) ?于 1772 年 发 pean ties 
表 了 一 系列 的 投影 法 , 其 中 之 一 是 现在 仍 在 使 用 的 等 角 | 证 明了 mr 是 无 理论 一 
圆锥 投影 法 。 用 这 一 投影 法 将 地 球 投影 到 一 个 锥 体 上 ，| 7- 
该 锥 体 与 地 球 在 标准 纬度 上 相 接 。 这 个 锥 体 展开 后 就 是 
一 张 地 图 。 

贸易 工具 研制 得 到 了 快速 发 展 。 由 希腊 人 发 明 、 阿 
拉 伯 人 完善 的 星 盘 是 一 种 模拟 计算 机 。 通 过 旋转 一 个 刻 Maa in 
着 星座 图 和 各 种 天 体 轨道 的 圆 盘 , 我 们 可 以 计算 日 出 及 | 是 保 9 aes ioo 
日 落 的 时 间 。 纬度 不 同 星体 的 投影 也 不 同 , Bre |S PRAM 
盘 通常 有 若干 个 圆 盘 组 成 ， 每 个 圆 盘 对 应 于 不 同 的 引 | 件 ， Tanta az 
度 . 这 种 星 盘 可 以 计算 星体 的 地 平 纬度 和 地 平 经 度 以 及 | ERE eH 


计算 时 间 和 测量 天 文 距离 .阿拉 伯 人 首先 开始 使 用 地 平 | TA 
纬度 和 地 平 经 度 作为 测量 标准 。 地 平 
纬度 是 天 体 与 地 平 线 的 角度 ， 

地 平 经 度 是 到 子午 线 的 角 距 。 

日 屋 也 是 常用 的 计时 工具 。 它 
利用 太阳 的 地 平 纬度 或 地 平 经 
度 的 变化 来 计时 。 多 数 刻度 盘 
需要 用 指南 针 来 定位 .通过 参照 
太阳 在 空中 运动 的 速度 变化 , 刻 
度 盘 变 得 越 来 越 精确 。17 世纪 ， 
人 们 还 制 出 了 经 调整 纬度 后 可 以 
运用 于 任意 地 区 的 通用 日 器 。 简 
易 的 水 手 星 盘 被 象限 仪 所 蔡 代 。 由 
于 有 了 光学 仪器 和 更 加 精细 的 刻度 ， 

航海 家 、 天 文学 家 及 测量 员 所 使 用 的 象限 仪 、. 方位 仪 以 


5 mm 
£k. re A: DIE. $ 
RSEN uc 


及 相关 的 仪器 的 精度 得 


| HB. 海洋 和 天 空 
| 的 测量 精度 要 求 的 提高 

加 大 了 计算 量 。 提 高 精 

确 度 意味 着 计算 长 度 的 
| 增加 。 因 而 对 数 的 使 用 
在 17 世纪 具有 重大 的 
现实 意义 。 尽管 三 角 函 
数 表 和 对 数 表 中 总 是 存 
在 着 一 些 印 刷 上 的 错 
误 ， 航 海 家 使 用 这 些 表 
仍 可 以 简化 计算 。 计算 
尺 的 发 明 虽 然 没 有 提高 
精确 度 ， 但 大 大 节省 了 
计算 时 间 。 从 8 世纪 起 
计算 尺 得 到 了 广泛 应 
| 用。 从 那 时 起 我 们 的 字 


—— a a. 


HRAM RLS | — 宙 观 已 经 完全 不 同 于 托 


的 《天 文学 家 》(1668 | 2: 
x) agina | AEH: 地 球 现在 只 是 一 个 行星 , 一 个 绕 着 太阳 
| 


DASHARARRAM | 运转 的 扁平 球体 。 20 世 纪 后 期 , 当 人 造 地 球 卫星 开始 给 
空中 新 的 : 这 

21 cmap | 制 地 球 的 地 理 变化 时 , 我 们 终于 可 以 从 地 球 外 边 来 看 地 
被 广东 用 于 才学, 同时 PRT. 

也 成 为 了 新 如 识 的 篆 征 | 

ANHEA4KRESI.S | 
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The story ot mathematics 
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数学 的 故事 ack hi 


PROACH S ih Pt Pb iE H 
一 艇 二 次 方程 的 两 个 根 ; 
的 求解 公式 。 三 次 方程 | 
和 四 次 方程 的 求解 公式 
最 终 发 现 于 16 世 纪 , 但 | 
是 不 部 在 五 次 方程 的 代 
数 解法 - 虽然 有 些 人 已 
经 怀疑 五 次 方程 不 可 求 | 
gon. BER 


BRA RIG. 
OA. 1777 ~ 1855 : 


年 ,德国 数学 家 .与 癌 | 
TENETE AR ， 


史上 最 伟大 的 数学 家 


学 的 理论 和 方法 .而 


叶 分 析 学 的 严密 化 的 Š 
路 一 - 缩 注 。 


Senan i s u | 关于 复数 的 研究 成 为 一 门 新 的 数学 分 支 。 
二 .而 的 最 重要 的 成 果 是 证 明了 代数 基本 定理 。 高 斯 充分 意识 
以 他 自己 的 革新 的 数论 ， 到 这 


开辟 了 通 往 19 世纪 中 | 


五 次 方程 


16 世 纪 , 数学 家 们 在 偶然 中 发 现 了 复数 (第 11 章 )。 


到 了 18 世 纪 , 复数 体系 作为 实数 的 扩张 而 被 建立 起 来 
但 在 处 理 复数 时 产生 了 一 些 错误 。 例如 在 网 拉 的 《代数 
引 论 X 1770) 中 , 欧 拉 提 到 -2 «4-3 V6 而 不 是 6 


这 使 得 以 后 的 学 者 们 感到 困惑 。 即 便 是 高 斯 "的 杰作 
《算术 探究 》(1801 年) 也 回避 了 所 谓 “ 虚 数 ” 的 使 用 。 
《算术 探究 》 


一 定理 的 重要 性 , 因此 , 他 花费 了 若干 年 来 研究 这 


一 定理 。 直 到 1849 年 ， 他 首次 把 这 一 定理 推广 到 了 复 


数 域 。 用 现代 的 术语 来 描述 的 话 ， 代 数 基本 定理 是 : 对 
任意 实 系数 或 复 系数 有 限 多 项 式 方程 , 它 的 根 或 是 实数 
或 是 复数 .这 一 定理 对 以 下 长 期 争论 的 问题 给 出 了 否定 
的 答案 : 高 次 方程 的 根 是 否 具有 比 复数 更 复杂 的 “高 次 

数 " 的 结构 ?高 斯 认识 到 这 


一 -定理 的 重要 性 , 这 之 后 又 


给 出 了 更 详细 的 证 明 。 

当时 , 代数 中 最 棘手 的 问题 是 五 次 方程 能 和 否 用 代数 
方法 求解 , 即 通过 有 限 代数 步骤 求解 的 问题 。 在 学 校 里 
我 们 学 习 了 二 次 方程 的 解法 。 在 16 世纪 ， 我 们 又 知道 
了 三 次 方程 和 四 次 方程 的 解法 (第 11 章 ), 但 是 数学 家 
们 没有 找到 五 次 方程 的 解法 .对 于 五 次 方程 的 解法 的 存 
在 性 问题 ， 代 数 基 本 定理 似乎 给 出 了 解法 存在 的 希望 。 
然而 , 这 一 定理 仅仅 是 保证 了 解 的 存在 性 , 而 没有 说 存 
在 计算 严格 解 的 公式 (近似 数值 和 图 形 方法 已 经 存在 )。 
这 一 问题 给 我 们 带 来 了 两 位 悲惨 的 天 才 数 学 家 。 

尼 尔 斯 . mH - 阿 贝 尔 (Niels Henrik Abel, 
1802 年 ~ 1829 年 ) 出 生 于 挪威 的 一 个 小 村 庄 中 一 个 贫 
穷 的 大 家 族 。 当 时 的 挪威 由 于 英国 和 瑞典 的 战争 而 变 得 
越发 硼 退 。 一 位 具有 辐 情 心 的 教师 鼓励 阿 贝 尔 自学 成 
才 。 但 在 他 18 岁 时 ， 由 于 父亲 的 去 世 ， 家 族 的 生活 重 
担 就 落 在 了 这 一 年 轻 虚 弱 的 孩子 的 肩 上 。 1824 年 , Hn 
尔 完成 了 关于 五 次 方程 及 更 高 次 方程 无 代数 解 的 研究 论 
文 。 阿 贝尔 相信 这 是 他 进入 学 术 界 的 赁 证。 他 将 这 一 论 
Mara SANE TRASH. 不 幸 的 是 , 高 斯 似 
乎 没有 打开 过 这 封 信 。1826 年 , 挪威 政府 最 终 出 资 资助 
阿 贝尔 周游 欧洲 。 由 于 他 害怕 拜访 高 斯 会 引 来 不 快 , 因 
此 他 没有 去 哥 丁 根 而 是 去 了 柏林 ,在 那里 他 结识 了 普 鲁 
士 教育 部 工程 和 数学 顾问 奥 古 斯 特 . 克 列 尔 (August 
Leopold Crelle，1780 年 - 1855 年 ) = 。 克 列 尔 当时 正 
在 创办 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》。( 现 名 《 克 列 尔 杂 志 》) 
这 样 , 阿 贝 尔 的 研究 找到 了 发 表 的 地 方 。 阿 贝尔 在 这 一 
杂志 创刊 时 期 发 表 了 许多 论文 , 并 使 这 一 杂志 很 快 成 为 
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OU T te. HH 
尔 , 德国 数学 家 和 工 
f. ETE E 

| 大 的 贡献 是 在 1826 
Ep CRM TR 
志 》 一 一 - 编 注 ， 


数学 的 故事 Like: | 


GP. j] E 2 


了 开拓 性 的 工作 ， 


数学 家 之 一 -一 编 
iÈ, 
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有 声望 的 出 版 刊物 。 阿 贝尔 在 这 一 杂志 上 发 表 了 五 次 方 
程 不 可 解 的 证 明之 后 离开 德国 去 了 巴黎 . 在 巴黎 , 阿 由 
尔 变 得 绝望 。 因 为 他 发 现 很 难 从 法 国 数学 家 那里 得 到 必 
x 要 的 支持 。 他 找到 了 柯 西 ( AugustinLouis Cauchy. 
17894 ~ 1857 年 )9。 柯 西 是 数学 分 析 领 域 的 重要 人 物 ， 


ranmissa | 但 是 很 难 与 人 相处 。 就 像 阿 贝尔 自己 所 说 的 那样 : “Bi 


置换 群 理论 方面 做 | 
Lament 西 是 个 疯子 ， 又 拿 他 没有 办 法 。” 假 如 我 们 可 以 对 高 斯 
| 和 柯 西 所 带 来 的 伤害 给 出 正当 的 理由 的 话 , 那 就 是 : 当 
| 时 五 次 方程 已 经 是 臭名 昭著 了 , 不 论 是 成 名 的 数学 家 还 
是 一 些 无 名 小 卒 都 试图 给 出 答案 , 从 而 一 举 成 名 。 阿 由 
尔 回 到 了 挪威 , 由 于 肺结核 而 更 加 虚弱 。 但 他 继续 向 克 
列 尔 寄 文章 。 他 死 于 1829 年 。 他 本 人 到 死 也 不 知道 他 
| 的 声望 已 经 高 不 可 没 。 就 在 他 死 后 两 天 , 一 封 来 自 柏林 
的 就 职 邀 请 被 送 到 他 的 家 中 。 


阿 页 尔 证 明子 五 次 以 上 的 多 项 式 方程 不 能 利用 根 


式 求 得 一 般 解 。 然 而 , 可 解 的 必要 条 件 及 其 求解 方法 要 
SPMP RAH. MAT (Evariste Galois, 1811 - 
| 1832 年 ) 的 一 生 是 短暂 的 而 且 充满 了 灾难 。 作 为 一 位 杰 
出 的 天 才 数 学 家 , 他 性 格 上 的 不 稳定 和 世人 对 他 的 不 公 
正 ， 使 他 成 为 一 位 悲剧 人 物 。 对 那些 不 如 他 聪明 的 人 ， 
| 他 从 不 宽容 , 而 且 他 异 恨 权威 人 士 所 带 来 的 不 公正 。 直 
| 到 读 过 勒 让 德 的 《几何 原理 》( 出 版 于 1794 年 并 成 为 之 
后 100 年 来 几何 学 的 主要 教科 书 ) 一 书 之 前 ， 伽 罗 瓦 并 
没有 显示 出 他 的 数学 才能 。 读 了 惑 让 德 的 《几何 原理 》 
之 后 , 他 如 饥 似 渴 地 学 习 勒 让 德 和 阿 贝尔 的 著作 。 他 的 
狂热 .他 的 自负 及 他 的 急躁 使 他 与 他 的 老师 以 及 考试 官 
之 间 的 关系 遭 到 了 破坏 。 在 数学 家 的 揭 篮 巴黎 工学 院 的 
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入 学 考试 时 , 没有 做 任何 准备 的 仰 罗 瓦 当然 沙 了 榜 。 由 ， 
于 他 遇 到 了 -位 赏识 他 的 老师 , 使 他 的 落榜 的 痛苦 被 暂 
时 压 了 下 去 。1829 年 3 月 ， 伽 罗 瓦 发 表 了 关于 连 分 数 的 
第 一 篇 文章 。 他 一 直 认为 这 是 他 最 重要 的 工作 。 MY T 
把 这 些 新 发 现 投 到 了 法 国 科学 院 。 柯 西 答应 给 他 发 表 ， 
但 是 柯 西 却 忘记 了 自己 的 诺言 , RRO RAO T 
的 手稿 给 弄 丢 了 。 

件 罗 瓦 的 第 二 次 巴黎 工学 院 人 学 考试 的 失败 成 了 一 
个 数学 逸事 : 他 习惯 于 用 脑 而 不 是 用 笔 来 处 理 复杂 的 概 
念 ， 再 加 上 主考 官 的 吹 毛 求 辣 , 人 徊 罗 瓦 被 激怒 了 ， 当 发 
现 他 的 面试 很 糟 时 , 他 把 黑板 擦 投 到 了 一 位 主考 官 的 脸 
上 。 由 于 一 个 牧师 的 阴谋 诽谤 ， 使 项 罗 瓦 的 父亲 自杀 ， 
而 且 在 他 父亲 的 葬礼 上 还 发 生 了 一 场 驿 乱 。 在 他 父亲 死 
后 不 久 的 1830 年 2 月 ， 他 又 写 了 三 篇 文章 ， 并 投 于 法 
国 科学 院 的 数学 大 奖 赛 的 选 委 。 作 为 此 次 大 奖 赛 评委 的 
全 里 叶 在 读 到 这 些 文稿 之 前 去 世 了 , 而 从 此 以 后 这 三 篇 ， 
文稿 就 再 也 没有 找到 。 这 一 系列 令 人 失望 的 事情 无 论 对 = 
谁 都 是 一 场 考验 .这 也 使 印 罗 瓦 对 科学 院 的 体制 感到 反 
感 。 在 这 一 体制 下 ， 伽 罗 瓦 没有 得 到 他 应 该 得 到 的 一 | 
切 。 他 轻率 地 投身 到 了 政治 运动 中 , 成 为 一 名 坚定 的 共 
和 党 人 。 这 在 1830 年 的 法 国 不 是 一 个 聪明 的 选择 。 作 
为 最 后 的 一 次 努力 ， 他 将 一 份 研究 报告 寄 给 了 泊 松 ®， 
而 泊 松 的 回应 是 这 些 结果 需要 进一步 的 证 明 。 

这 是 他 最 后 的 一 线 希 望 。1831 年 ， 仇 罗 瓦 两 次 被 oan eg- 
HC 一 次 是 涉嫌 煽动 暗杀 国王 路 易 菲 利 普 3I UR Inn ane 
由 于 当权 者 害怕 共和 党 人 造反 , 这 次 他 被 安 上 非法 穿着 | tee moie 


面 的 工作 而 著名 一 一 


他 曾 加 入 的 当时 已 解体 的 炮兵 军营 的 制服 这 一 捏造 的 罪 s. 


3 


数学 的 故事 


uut 


OWT, 18044 ~ 
1851 年 . 德国 数学 家 、 
和 挪威 的 阿 贝 尔 共 同 
创立 了 袜 圆 函数 理论 
— it, 


名 ， 他 被 判处 人 狱 6 个 月 。 在 假释 期 间 ， 一 件 风 流 章 事 
同 其 他 事情 一 样 使 他 对 世人 感到 厌恶 .在 给 他 的 亲密 朋 
友 夏 瓦 立 叶 的 一 封 信 中 ， 他 述说 了 对 生命 希望 的 破灭 。 
1832465 H 29 日， 他 接受 了 一 场 决斗 ,这 场 决斗 的 原 
因 人 至 今 不 明 。 他 在 一 封 给 所 有 共和 党 人 的 信 中 这 样 写 
By: “我 死 于 一 个 声名 狼藉 、 无 耻 的 卖弄 风情 的 女人 之 
手 ， 在 一 次 悲惨 的 决斗 中 ， 我 的 生命 消失 了 。” 佑 罗 瓦 
的 最 著名 的 著作 是 在 决斗 的 前 一 夜 完 成 的 ,在 手稿 的 页 
边 的 空 日 处 , 他 写 到 “我 没有 时 间 了 ,我 没有 时 间 了 ”。 
他 必须 把 对 理解 主要 结果 不 是 非常 重要 的 一 些 中 间 过 程 
留 给 其 他 人 来 完成 。 他 需要 写 下 他 的 发 现 的 要 点 。 这 篇 
论文 中 的 第 一 个 主要 结果 就 是 伽 罗 瓦 理论 ,文章 最 后 是 
给 夏 瓦 立 叶 的 遗嘱 , 他 恳求 夏 瓦 立 叶 去 “公开 质问 雅 可 
比 S 和 高 斯 ， 要 求 他 们 给 出 评价 ,不 是 问 他 们 结果 是 否 
真实 ， 而 是 对 这 些 定理 的 重要 性 ”。 那 一 天 的 清晨 ， 件 
罗 瓦 与 他 的 敌手 相 会 ， 两 人 相隔 25 Hic, IMP ER 
斗 中 受 了 枪 伤 ， 第 二 天 早晨 死 于 医院 ， 年 仅 21 岁 。 

伽 罗 瓦 重新 建立 了 拉 格 郎 日 和 柯 西 的 研究 , 并 对 关 
于 五 次 方程 的 问题 做 出 了 突破 性 的 工作 , 找到 了 更 一 般 
的 方法 ,他 没有 抓 着 原始 的 五 次 方程 及 它 的 图 像 解释 不 
放 ， 而 是 着 眼 于 五 次 根 自身 的 特性 。 为 了 使 事情 简化 ， 
伽 罗 瓦 研究 了 没有 实 根 的 所 谓 的 不 可 约 方程 式 (因为 如 
汞 五 次 方程 有 实 根 ， 则 五 次 方程 就 可 以 分 解 成 四 次 方 
程 ， 因 此 存在 代数 解法 )。 一 - 般 地 ， 实 系数 不 可 约 多 项 
式 是 不 能 分 解 成 更 简单 的 实 系数 多 项 式 乘 积 的 多 项 式 。 
Bü, (x?-1) 可 以 因 式 分 解 成 (X-1)(x4+X3+X2+X+1)， 
而 (x?-2) 则 是 不 可 约 的 ,对 于 任意 给 定 阶 的 实 系数 且 无 


实数 解 的 多 项 式 不 可 约 代数 方程 , 向 罗 瓦 的 方法 是 建立 
能 够 利用 N 次 根 对 方程 求解 的 条 件 。 | 

这 一 方法 的 关键 是 发 现任 意 不 可 约 代数 方程 式 的 根 
不 是 独立 的 , 而 是 能 用 另 一 个 根来 表示 的 。 这 些 关系 可 ， 
以 形式 化 为 根 的 所 有 置换 的 群 , 这 就 是 根 的 对 称 群 。 对 
于 五 次 方程 , 这样 的 群 含 有 5! =5 x 4 x3x2x1=120 
个 元 素 。 伽 罗 瓦 理论 的 数学 构造 方法 非常 复杂 , 这 也 可 | 
能 是 他 的 理论 没 能 很 快 被 接受 的 原因 之 一 。 但 是 , 从 代 ， 
数 方程 的 解 到 它们 的 相应 的 代数 结构 的 这 一 抽象 度 的 提 | 
高 , 使 俩 罗 瓦 能 够 从 相关 的 群 的 性 质 来 判断 方程 是 否 可 
解 .不仅 如 此 , 伽 罗 瓦 理论 还 为 我 们 提供 了 寻找 方程 式 | 
解法 的 方法 。 关 于 五 次 方程 , 刘 维 尔 (Joseph Liouville, | 
1809 年 ~ 1882 年 ) €F 1846 年 在 他 的 《纯粹 与 应 用 数 


fk. 法 国 数学 
K. Wes. Ree 
Pk op LES. ae 
= RR MRAM FE 
一 一 编 注 ， 


学 杂志 》 上 发 表 了 伽 罗 瓦 的 许多 研究 成 果 并 注释 到 H 

罗 瓦 已 经 证 明了 的 这 一 “美妙 的 定理 “一 个 素数 阶 的 

不 可 约 方程 用 根 式 可 解 当 且 仅 当 , 它 的 任意 两 个 根 之 间 

都 存在 有 理 函 数 .” 由 于 不 可 约 五 次 方程 不 存在 这 样 的 
关系 ， 因 此 五 次 方程 式 不 能 用 根 式 求解 。 | 
在 这 3 AERIS, Bee RAT UGE NUR, 

阿 贝尔 和 伽 罗 瓦 都 是 在 死 后 才 得 到 了 他 们 应 有 的 重视 。 
1829 BETEAREN AR. 
的 ”手稿 的 事 , 1830 年 挪威 驻 巴黎 领事 要 求 寻找 阿 贝尔 
的 文章 , 引发 了 一 场 外 交 风 暴 。 柯 西 最 终 找 到 了 阿 贝尔 
的 研究 报告 , 但 是 又 被 法 国 科学 院 的 编辑 给 弄 丢 了 ! | 
年 ， 阿 贝尔 同 雅 可 比 -起 获得 了 数学 大 奖 , 不 过 这 时 阿 | 
贝尔 已 经 死 了 。 阿 贝尔 的 研究 报告 最 终于 1841 年 出 版 。| 
1846 年 刘 维尔 编辑 发 行 了 伽 罗 瓦 的 .一些 手 稿 。 在 此 书 
| 
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的 前 言 中 , 刘 维 尔 悲叹 到 : 法 国 科学 院 由 于 伽 罗 瓦 的 文 
章 的 含糊 不 清 而 拒绝 接受 。 然 而 “ 当 一 个 试图 把 读者 从 
一 条 他 人 走 过 的 路 带 向 一 个 新 的 领域 时 , 的 确 需要 清晰 
的 描述 ”。 刘 维尔 接着 写 到 :“ 伽 罗 瓦 已 经 不 存在 了 , 我 
们 不 要 再 沉 洒 于 无 用 的 相互 责难 之 中 ， 让 我 们 忘记 过 
失 ， 关 注 我 们 所 取得 的 成 绩 。” 伽 罗 瓦 在 其 短暂 的 一 生 
中 的 成 果 总 计 不 到 60 页 。 论 战 仍 没有 结束 。 为 人 考 巴 
黎 高 等 师范 学 校 和 巴黎 工学 院 的 考生 , 而 刊 发 的 数学 杂 
志 的 编者 ， 对 伽 罗 瓦 事件 做 出 了 以 下 的 评述 : “一 个 才 
智 过 人 的 考生 由 于 弱智 的 主考 官 而 落榜 , 因为 他 们 不 理 
解 我 ， 我 是 一 个 野蛮 人 (Hic ego barborus sum quia 


non intelligo illis). ” 


BE, AXP HEXA, KAHE, HARA. RA 
AA, XSSIEEXTIUIEST.UMNTSSHU. JHH Ex 
ASPNFSHMAARERBALRERMMH RE: © 
KURRAT- N20 SHRESREHAHKE. RA 
不 会 向 任何 人 说 , RABE PEM 7 AA ME BU E = B 
YF MHRKAERD KFA, AHWR T. 
BRACE Mo kumu Kt A 383 HA (kW 
KARA CEURRM C TL Ok S E A EMH. 


# EU RE—USA, fE US B TER 
RoORCXEHE—B. RH X EPA. MUERE 
MARR EXE, RPA- AEMET, #£ ZE # 3 
XFR ET AK CARA. ARAB BIE SUR M HEX 
i. EA D: fÉ OUS 20 1E 2L BLAUE HE J SEE HAE 


«VLA 数学 的 故事 
ADERESSTEQNtIEo) RSS LO RKESE 
REER = A MIAH HARARE RTE 
en BHR AL MY UR EH MEU F 3 
EWA: ROKER BARE cre 
1830 E 2ABRAT ABR, CHMEF 1829 FH EL dE 
X. EUERE. EX BAUER GER. 


MER, KAKRA, 1832 年 
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The story of mathematics U .. 
第 十 六 章 ”新 几何 
» IN 


ew geon ALCS. 


i 
: 
| 
| 
i 
| 


= 


; XÆ (M. C. Escher, 1898; 
h 年 ~ 1972 年 ; 的 《加 极限 | 新 几何 
iv)。 此 画 精 妙 地 展现 了 | 
Ri JU. A BU 
何 是 菲 利 克 斯 ， 克 莱 因 | 
(1849 年 ~ 1925 年 , 德国 | 
数学 家 ， 认 为 几何 学 就 
是 研究 在 给 定 变 换 群 下 | 
不 变 的 空间 性 质 一 一 编 目 从 公元 前 3 世纪 欧 几 里 德 的 《几何 原本 》 一 出 现 ， 


w. manakah 就 被 公认 为 是 最 完美 的 数学 体系 (第 4 章 )。 建 筑 在 最 
SARA ERTEAN 基本 的 假设 之 上 , 《几何 原本 》 构 建 了 格外 壮观 的 数学 
Flee HARLEM) 定理 架构 。 欧 氏 几何 是 形式 公理 演绎 体系 。 然 页， 几何 
学 的 这 一 尝试 带 来 了 一 个 小 问题 , 而 历代 数学 家 们 则 总 
是 盯 着 这 一 问题 不 放 ， 试 图 做 些 文章 。 这 就 是 第 五 公 
设 . 有 争议 的 第 五 公设 是 : 如 果 一 条 直线 与 已 知 两 条 直 
| 线 相交 有 与 这 二 条 直线 在 同一 仙 所 围 成 的 角 之 和 小 于 
| 180* , 则 这 已 知 的 两 条 直线 在 这 一 侧 相 交 。 简 单 地 说 
| 如 果 两 条 直线 不 平行 , 这 两 条 直线 一 定 有 一 个 交点 。 所 
| 有 人 都 认为 第 五 公设 是 正确 的 , 但 是 人 们 不 理解 为 什么 
| 要 把 它 作为 《几何 原本 》 的 公设 。 人 们 试图 去 证 明 它 : 
| 认为 它 是 一 个 由 其 他 公理 可 以 证 明 的 定理 ， 而 不 是 公 
(Ut. 很 多 人 都 认为 自己 证 明了 第 五 公设 , 但 是 , 仔细 审 
| 查 这 些 证 明 就 可 以 发 现 ， 在 证 明 中 总 是 潜藏 着 新 的 候 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
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设 , 而 这 一 新 的 假设 不 过 是 第 五 公设 的 变形 。 很 难 找到 | CORNER ET 
男 一 个 更 显而易见 的 公设 来 代替 第 五 公设 。 RFR SEER 

很 多 数学 家 都 在 继续 研究 第 五 公设 。 最 有 名 的 是 | tee unitis 
11 世 纪 的 花 拉 子 密 和 13 世 纪 的 突 斯 人 奈 绥 尔 本 0。 两 人 | POA 


的 研究 被 翻译 成 拉杆 文 并 影响 了 杰 罗 拉 莫 、 萨 凯 里 SEXE 9 
(Girolamo Saccheri, 1667 年 ~ 1733 年 )。 在 萨 凯 里 去 


世 那 一 年 他 
ET " » KFA REEMEEARMM, Riu ud 

seeng TAILER ROBBER AMA, 
RTA er TAAL RE, RREH 
欧 几 里 德 几何 》 


FBEARWAK, RERCEA RRA T 
WEWE. DV BAA LEHR AOH Bei 
图 通过 推翻 其 at Tae. RE ATARI, RH 
ATHENA gg RRB YMA, PEARCE EE AERE 
来 证 明 第 五 公 SAGE. REX, MAKE, WB E 4 T 
设 。 他 构造 了 BRAHA, 

现今 被 称 之 为 

萨 饥 里 四 边 形 

的 由 两 组 “平行 线 ” 组 成 的 四 边 形 , 并 提出 了 关于 萨 凯 

里 四 边 形 内 角 和 的 三 个 不 同 假设 ， 它 们 分 别 是 : 四 边 形 

的 内 角 和 小 于 、 等 于 、 大 于 360*。 如 果 他 能 证 明 第 一 个 

和 第 三 个 假设 存在 逻辑 矛盾 , 那么 他 就 证 明了 中 间 的 屠 

个 假设 是 惟一 能 构成 自 相 容 几何 的 假设 .这 也 就 是 证 明 

了 与 其 等 价 的 第 五 公设 。 具 有 讽刺 意义 的 是 , 这 将 会 证 

明 欧 几 里 德 把 它 作为 公设 是 正确 的 。 萨 凯 里 很 轻松 地 证 

明了 第 三 个 假设 将 导致 逻辑 矛盾 .但 是 第 一 个 假设 没有 

逻辑 了 矛盾。 实际 上 他 使 用 第 一 个 假设 证 明了 许多 定理 ， 

最 早 的 非 欧 几 何 已 经 在 萨 饥 里 的 眼前 了 , 但 是 萨 凯 里 拒 
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| 绝 承 认 它 。 请 记 住 , 他 所 有 这 些 工作 的 目的 是 为 了 推翻 


这 一 假设 的 正当 性 , 而 不 是 构造 一 个 新 几何 。 基于 他 所 
| 掌握 的 那些 不 符合 逻辑 的 神学 条 例 , 他 放弃 了 这 一 新 几 
| 何 。 后 来 的 数学 家 们 却 与 他 不 同 ， 没 有 如 此 大 的 疑心 。 
x 对 第 五 公设 的 成 见 已 不 再 只 是 逻辑 上 的 问题 . 它 具 
有 更 深刻 的 意义 ,我 们 需要 重新 考虑 物质 空 s 间 本 身 的 性 


€— 43 4 REM EUR. RUPEM 
A — IE BEIA BJA AR, RX d — HARE VIE 
BI, KERERA KY, THE AUR UBER H AAA 
HKEE CREE CR X? T IM A MIRI SIE 
PA, 82664 38, SIE SIX 3 K. fk 
EFRR- Fe ZE 2, #3# DUKE S 
造 了 一 个 完全 不 局 的 新 世 哥 。 与 之 想 比 , RUF 

BEE set Ë B. 


JOBS T HERE 


x 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


质 。 欧 氏 几 何不 
仅 是 和 谐 和 坚固 
的 数学 体系 ， 而 
且 也 是 构造 空间 
本 身 的 方法 。 如 
欧 氏 几何 认为 两 
点 间 最 短 连 线 从 
理论 上 或 实际 上 
都 是 直线 。 但 是 
在 已 建立 的 古典 
球面 几何 下 ， 上 


述 事 实 不 再 成 立 。 在 一 个 球面 上 , 两 点 间 最 短 连 线 是 通 
过 这 两 点 的 最 大 圆 上 的 弧 线 ,而 且 球 面 上 任意 三 角形 内 
角 和 大 于 180”。 那么 又 有 什么 大 惊 小 怪 的 呢 ? 这 与 几 
何 体系 的 内 部 性 质 与 外 部 性 质 的 不 同 有 关 。 外 部 性 质 是 
从 体系 之 外 能 够 推 知 的 性 质 。 而 内 部 性 质 是 从 体系 内 部 
可 以 推 知 的 性 质 。 例 如 , 球面 几何 可 的 规则 是 通过 从 球面 


"外 部 观测 球面 时 得 到 的 ， 就 好 比 手 里 拿 着 一 个 球 一 样 。 
| 但 是 我 们 怎样 才能 从 纯 几 何 的 角度 来 断定 我 们 是 否 生活 
| 在 一 个 球面 上 呢 ? 我 们 能 从 纯 几 何 的 角度 断定 我 们 是 生 
| 活 在 平坦 的 地 球 上 还 是 生活 在 球面 上 呢 ? 换 一 种 方式 来 
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看 , 是 否 存在 内 部 性 质 , 它 在 平面 上 和 球面 上 是 不 同 的 
We? 在 考虑 我 们 生活 的 三 维 空间 的 属性 时 , 这 些 相 对 简 | 
单 的 概念 是 重要 的 。 在 这 一 空间 内 , 我 们 只 能 使 用 内 部 | 
性 质 。 

约翰 海 因 里 希 : 兰 伯 特 (Johann Heinrich 
Lambert, 1728 Æ ~17774F) 是 非 欧 几何 的 先驱 。 在 
《平行 线 理论 》(1766 年 ) 一 书 中 , 他 用 与 萨 凯 里 类 似 的 
方法 证 明了 三 个 假设 分 别 等 价 于 三 角形 内 角 和 小 于 、 等 
于 、 大 于 180”。 他 还 揭示 了 球面 几何 和 第 三 种 情况 的 
类 似 性 ,他 推测 第 一 种 情况 可 能 与 以 虚数 为 半径 的 球面 
几何 相对 应 。 以 虚数 半径 代替 实数 半径 导致 了 后 来 被 称 
为 双 曲 线 几 何 的 公式 和 定理 的 产生 。 在 双 曲 线 几何 里 ， 
人 们 熟悉 的 sin x. cos XxX 被 sinh x, cosh x 所 取代 。 
因此 , 虽然 这 种 想法 从 现实 上 看 不 合 情 理 , 但 是 在 数学 
中 却 是 健全 的 。 兰 伯 特 的 推测 后 来 被 部 分 验证 。 

19 世纪 初期 ， 所 有 证 明 第 五 公设 的 尝试 都 以 失败 
而 告终 。 人们 开始 意识 到 非 欧 几何 确实 存在 。 这 里 有 两 
位 不 知名 的 数学 家 成 为 这 一 领域 的 新 星 。 

hhi O pug: SUUS KH (Nicolai 
Ivanovich Lobachevsky, 1793 ¥ -1856 E) 出 生 于 
俄罗斯 一 个 小 官吏 的 家 庭 。11 岁 时 他 父亲 去 世 , BPS 
书 切 夫 斯 基 的 母亲 和 3 个 孩子 ,生活 持 据 。 后 来 他 全 家 
移居 喀 山 ,孩子 们 都 受到 了 和 良好 的 教育 。 其 中 罗 巴 切 夫 
斯 基 成 绩 最 突出 . 14 岁 时 , 他 进入 了 刚刚 成 立 的 喀 山 大 
学 学 习 。 在 那里 ， 他 接触 到 了 许多 来 自 德国 的 杰出 教 
授 。21 岁 时 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 成 为 一 名 教师 ，2 年 后 担任 
教授 。 作 为 一 个 有 了 耐心、 有 条 理 又 勤奋 的 人 ,他 受到 了 


同僚 们 的 尊重 , 让 他 持续 担任 管理 工作 。 他 担任 了 学 校 
的 图 书馆 馆 长 和 混乱 的 学 校 博物 馆 馆 长 在 没有 任何 助 
手 的 情况 下 , 他 一 个 人 完成 了 所 有 的 工作 , 使得 图 书馆 
.和 博物 馆 恢 复 了 秩序 。 

1825 年 , 政府 终于 为 大 学 指派 了 一 位 专门 的 馆 长 。 
后 来 该 馆 长 利用 他 的 政治 影响 使 罗 巴 切 夫 斯 基 当选 为 校 
长 。 从 1827 年 起 他 是 学 校 的 校长 。 他 重组 了 学 校 的 管 
理 队伍 ,使 得 教学 自由 化 ,建造 了 学 校 的 基本 设施 , 其 
| 中 包括 天 文 台 的 创建 大 学 是 他 的 一 切 。1830 年 的 霍乱 
席卷 喀 山 , 罗 巴 切 夫 斯 基 命令 所 有 的 学 生 和 职员 及 家 属 
到 校园 寻找 避难 场所 ,由 于 他 实施 了 严格 的 卫生 条 例 
660 人 当中 只 有 16 人 死亡 。 尽管 他 为 喀 山 大 学 不 知 疲 偿 
地 工作 ， 政 府 却 于 1846 年 莫名 其 妙 地 开除 了 他 。 他 的 
同僚 和 肌 友 向 当权 者 恳求 , 但 还 是 无 济 于 事 。 当 时 他 的 
视力 已 经 很 差 , 可 他 仍 坚 持 数学 研究 。 他 最 后 的 著作 是 
口述 的 ， 因 为 那 时 他 已 经 完全 失明 ， 

| “1826 年 、 罗 巴 切 夫 斯 基 向 学 校 提交 了 他 的 第 一 入 
论文 (使 用 了 学 术 界 通用 的 法 语 )。 在 论文 中 ， 罗 巴 切 
夫 斯 基 概述 了 他 的 几何 思想 。 这 篇 题 为 《关于 几何 原 
理 》 的 文章 直到 3 年 后 才 发 表 到 《 喀 山 学 报 》 上 。 这 样 ， 
1829 年 是 罗 巴 切 夫 斯 基 的 非 欧 几何 诞生 的 年 代 。 在 上 
述 文章 中 , 他 阐述 了 第 五 公设 是 不 可 证 的 ,而 且 通过 用 
另 一 个 公设 取代 第 五 公设 , 建立 了 新 的 几何 学 。 他 非常 
欣赏 萨 饥 里 和 兰 伯 特 的 非 欧 几何 的 初期 研究 . 同 欧 氏 几 
何 一 样 , 非 欧 几何 具有 坚实 的 逻辑 体系 。 对 罗 巴 切 夫 斯 
基 自 己 来 说 , 他 所 推导 的 定理 与 现实 普遍 认同 的 概念 相 
抵触 ， 因 此 他 把 自己 的 发 现 称 为 “ 虚 几 何 学 *。 但 这 并 
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没有 降低 他 的 工作 的 重要 性 。1835 年 到 
1838 年 , 他 用 俄语 写 了 《几何 新 基础 》 

的 论文 。1840 年 ， 他 用 德 文 发 表 了 | 
《平行 线 理论 的 几何 研究 》 一 书 。 
正 是 由 于 这 本 书 , 高 斯 回 哥 ] 


Wt A 


A 


-一 


根 科学 院 推荐 了 罗 巴 切 夫 斯 / ”< 
基 , 罗 巴 切 夫 斯 基于 184 年 “网 EAA i. 


被 选 为 院士 。 然 而 高 斯 却 拒 Ü 
绝 用 文字 的 形式 赞扬 他 。 因 
此 ， 他 的 创新 思想 没 能 很 快 
被 数学 界 接受 ， 这 使 罗 巴 切 夫 
斯 基 感 到 非常 失望 。 随 之 而 来 
的 被 大 学 开除 和 失明 更 是 雪上 加 SONA 
m. 1855 年 他 用 法 语 和 俄语 同时 Say 
出 版 了 他 最 后 的 一 本 书 《 论 几 R | 
何 学 》。 罗 巴 切 斯 基 ,“ 几 N =: 

何 学 领域 的 哥 白 尼 ”， 死 | 
于 1856 年 。 贝 尔 特 拉 米 ' 
(Eugenio Beltrami, 1835 
年 ~ 1900 年 ) 给 出 了 非 欧 几 


| 4 
Ea 


何 ， 同 样 也 满足 兰 伯 特 的 早期 
REA o LEH CRKS MF). 

罗 巴 切 夫 斯 基 的 新 公设 可 以 解释 如 下 想像 一 条 无 Lernen. ERA 
限 延长 的 直线 , 取 直 线 外 一 点 。 欧 氏 几何 的 第 五 公设 表 | PE PETS 


党 联结 在 一 起 就 成 了 克 


述 为 ， 过 该 点 能 且 只 能 做 一 条 与 已 知 直线 平行 的 直线 ，| was. 
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#& (2-1) ARE a | 
面 。 在 二 维 复 干 面 上 , Ë 
im RR ROE 
(1, 0) Xi Bt 4 2 48-90 
”。 做 四 次 这 样 的 旋转 ， 
点 (1, 0) 将 回 到 开始 时 | A 
HAr, P, 1 = 1。 但 | — *. 
是 ， 黎 要 试图 区 分 这 两 | 
个 点 ,为 此 ,他 生成 了 复 | 
数 个 复 平面 ， 这 些 复 平 
GHEFH, HRM 
锥 的 结构 。 


多 巴 切 夫 斯 基 认为 过 该 点 可 以 做 多 条 直线 与 已 知 直线 平 
行 。 这 里 两 条 直线 平行 意味 着 两 条 直线 不 相交 。 用 数学 
术语 来 表示 这 一 公设 会 产生 奇特 但 却 自 相 容 的 几何 。 事 
实 上 , 根据 “平行 度 ” 的 不 同 存在 无 穷 多 个 这 样 的 几何 。 

高 斯 没有 对 罗 巴 切 夫 斯 基 的 工作 给 以 充分 的 肯定 ， 
他 的 理由 可 能 是 想 向 他 的 朋友 下 - 鲍 耶 显示 他 的 公正 ， 
F- 鲍 耶 的 儿子 J SHE (Janos Bolyai, 18024% - 1860 
年 ) 59 书 切 夫 斯 基 同时 创建 了 非 欧 几何 .下 ` fifa HS 
匈牙利 乡村 数学 教师 ,并 致力 于 证 明 第 五 公设 。 当 他 的 
儿子 继续 他 的 工作 时 ， 他 对 儿子 能 否 成 功 感到 绝望 , D] 
此 写 信 给 儿子 说 :“ 我 县 求 你 看 在 上 帝 的 面 上 . 放弃 这 
一 研究 ,不 要 退 一 时 之 快 。 它 会 浪费 你 的 时 间 ， 夺取 你 
的 健康 、 你 内 心 的 平静 和 你 的 幸福 .” 然 而 J SR HEAD SE 
父亲 的 这 封 信 所 激励 ， 继 续 他 的 研究 。 于 1829 年 得 到 
了 实质 上 与 罗 巴 切 夫 斯 基 一 样 的 结论 ， 
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J- 鲍 耶 创建 了 他 称 为 “空间 的 绝对 科学 ”的 非 欧 
几何 ， 并 附 在 FF. 鲍 耶 的 一 本 书 中 发 表 。 这 一 成 果 得 之 
于 1829 年 。 这 正 是 罗 巴 切 夫 斯 基 发 表 论文 的 那 一 年 。 但 
是 ， 这 一 成 果 直 到 1832 年 才 出 版 。 由 于 他 的 文章 只 是 
作为 一 本 普通 数学 书籍 的 附录 , 很 容易 被 世人 忽视。 好 
(EF - 鲍 耶 是 高 斯 的 朋友 ，F - 鲍 耶 把 这 一 附录 寄 给 了 
高 斯 。 高 斯 的 回应 是 ， 对 J 鲍 耶 的 工作 给 以 肯定 ， 但 
是 回避 公开 支持 他 的 研究 。 原 因 是 赞扬 本 鲍 耶 就 会 被 
人 认为 是 赞扬 他 自己 ,因为 几 年 前 他 也 有 同样 的 想法 。 
这 对 J 鲍 耶 是 一 个 重大 打击 ， 也 毁 了 他 的 一 生 。 他 害 
怕 他 的 研究 被 人 抄袭 ， 拒 绝 发 表 其 他 任何 内 容 。 

高 斯 不 愿意 承认 罗 巴 切 夫 斯 基 和 本 ' 鲍 耶 二 人 的 工 
作 显 得 有 些 无 理 。 是 的 , 高 斯 对 这 些 问题 确实 曾 有 过 一 
些 想 法 ， 但 没有 事实 证 明 他 曾经 探索 过 非 欧 几何 的 本 
Fi. 如 果 这 样 的 数学 大 家 能 伸 出 帮助 之 手 , 就 能 挽救 J 
鲍 了 囊 的 研究 生涯 和 罗 巴 切 夫 斯 基 的 身体 健康 ,高 斯 本 人 
是 从 不 同 的 观点 考虑 这 一 问题 的 , 当 观 察 一 个 面 上 的 直 
线 时 ， 他 得 到 “一 个 面 的 曲率 与 它 的 距离 度量 相关 ”的 
结论 ,他 证 明了 曲率 与 曲面 所 在 空间 无 关 。 曲率 是 与 曲 
面 上 三 角形 内 角 和 相关 的 内 部 性 质 ,。 由 此 可 见 , 这 与 非 
欧 几 何 显 然 类 似 。 

由 于 持续 了 2000 多 年 的 第 五 公设 的 神话 被 打破 ， 
欧 氏 几何 的 大 厦 濒临 专 塌 ,虽然 欧 氏 几何 在 逻辑 上 是 首 
尾 一 致 的 体系 , 但 它 现在 只 是 许多 几何 中 的 一 个 。 因此 
对 它 是 否 是 宇宙 空间 本 身 的 几何 也 产生 了 疑问 。 由 于 我 
们 无 法 从 外 部 了 解 我 们 生活 的 宇宙 空间 , 作为 观察 宇宙 
空间 的 真实 几何 的 方法 , 对 宇宙 空间 的 内 部 性 质 的 研究 
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e 变 得 越 来 越 重要 。 几 何 学 面临 陷 人 杂乱 无 章 的 危险 。 这 
| 时, 一 位 数学 家 俯 辐 整个 几何 学 , 给 出 了 几何 是 什么 的 
全 新 定义 。 

EREM. 黎 曼 (Bernhard Riemann，1826 年 ~ 
1866 年 ) 是 一 位 普通 牧师 的 儿子 ， 但 他 在 柏林 和 格 丁 根 
受到 了 良好 的 教育 ，1854 年 成 为 格 丁 根 大 学 的 讲师 。 格 
丁 根 大 学 要 求 本 校 的 每 位 新 讲师 写 一 篇 就 职 论 文 . 黎 曼 
x 的 就 职 论文 是 数学 史上 最 引 人 注 目的 一 篇 就 职 论文 。 他 
| 的 题 为 《关于 几何 基础 的 假设 》 的 就 职 论文 用 最 通俗 的 
语言 描述 了 以 几何 为 主题 的 研究 成 果 。 这 与 欧 几 里 德 的 
规 尺 法 完全 不 同 。 黎 曼 定义 几何 学 为 关于 流 形 的 研究 。 
流 形 是 带 有 坐标 系 以 及 定义 两 点 间 最 短 距离 的 度量 公式 


的 任意 维 的 有 界 或 无 界 空间 (包括 无 穷 维 空间 )。 对 于 
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RSA LOSE Mami. 
EE iN 
因素 的 空间 .。 BORE, 任何 空间 的 曲率 都 
是 该 流 形 的 内 部 性 质 。 对 于 黎 曼 来 说 ， 
几何 本 质 上 是 由 一 个 n 维 有 序数 组 的 
ee ee 
他 的 这 一 思想 推广 了 空间 的 意义 ， 而 
生变 量 间 的 任意 关系 都 可 认为 是 “ 空 
间 ”。 对 不 带 度量 的 系统 的 研究 是 被 称 
为 拓扑 学 的 数学 分 支 ， 它 研究 空间 中 
区 域 间 的 关系 。 
黎 曼 发 明了 现在 被 所 有 数学 家 使 
用 的 数学 工具 .平时 慎重 的 高 斯 第 一 次 对 别人 的 工作 大 《 埃 特 鲁 斯 次 的 维 纳 
MRA. 在 黎 曼 扩展 几何 的 观点 下 , 欧 氏 几何 就 是 曲率 | Y T quae ue 
为 零 的 几何 , 罗 巴 切 夫 斯 基 的 几何 是 曲率 为 -1 的 几何 ，| pap aaa a 
而 球面 几何 是 曲率 为 1 的 几何 。 虽然 黎 曼 可 以 看 成 是 新 | ERREN 


LUPFS-EEEXRS 
时 代 的 欧 几 里 德 ,但 是 人 们 总 是 把 他 的 名 字 与 一 种 非常 | emat 
特殊 的 几何 联系 起 来 .这 一 几何 把 平面 解释 为 球面 的 影 | 外” 


像 。 后 来 黎 曼 开始 研究 理论 物理 。 他 的 黎 曼 测度 曲面 的 
研究 为 /| 义 相对 论 铺 平 7 道路 .我 们 生活 的 空间 不 再 是 
欧 氏 空间 , 但 是 我 们 现在 已 经 有 了 探索 宇宙 的 真实 几何 
性 质 的 工具 。 
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一 个 玻璃 制 的 克 某 因 
Rm. CRAPS, AH 
BARUR. RERE 
f Sm kX 3 BM. 
但 是 ,我 们 可 以 想像 这 
一 拓扑 空间 的 表面 穿 
过 了 它 自身 ,我 们 可 以 
从 这 里 穿 过 去 。 
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The story of mathematics 
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一 表达 式 对 量子 力学 | 
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和 电磁 学 是 非常 重要 | 


在 第 11 章 中 ， 我 们 已 经 看 到 了 代数 是 怎样 从 儿 何 
.空间 的 束缚 中 解放 出 来 的 。 我 们 还 看 到 了 ， 从简 卡尔 起 
代数 符号 又 是 怎样 表示 任意 数量 的 值 以 及 按 算术 的 规则 
结合 起 来 的 。 本 章 回顾 代数 在 英国 及 欧洲 大 陆 的 发 展 。 

这 些 发 展 繁 入 出 的 不 同 代数 语言 合 数 学 到 底 是 什么 这 一 
根本 问题 再 次 成 为 讨论 的 焦点 。 

x 算术 的 主要 代数 法 则 : 对 任意 的 数 x，y 和 = 
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是 由 于 人 们 忠于 牛顿 的 流 数 术 的 符号 体系 , 而 这 一 符号 
体系 不 如 莱 布 尼 兹 的 符号 体系 dy/dx. 英国 人 对 分 析 
学 的 再 定位 虽然 在 初期 受到 抵制 , 但 给 英国 的 数学 带 来 
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了 深远 的 影响 。1817 年 乔治 - 皮 科 克 (George Peacock. ES 
1791 4 ~ 18$8 年 ) 在 剑桥 大 学 担任 学 位 考试 官 时 、 使 用 casis Nm 
微分 符号 代 赫 流 数 术 的 符号 。 查 尔 斯 . 巴 贝 奇 BETSIS | AGRE 
年 创建 的 分 析 学 会 的 目标 是 促进 "使 用 微分 符号 取代 流 。 


| 

| 
数 术 符号 ”， 另 一 目标 是 “使 世界 更 合理 ”。 皮 科 克 在 他 ens ss 
的 《代数 论 》 中 表明 要 把 代数 组 建成 “一 种 可 论证 的 科 fot ne iru 
学 "。 这 项 工作 的 第 一 步 是 把 算术 代数 和 符号 代数 分 erum aos 
F: 算术 代数 是 由 数 和 运算 符 组 成 的 ; 而 符号 代数 是 | 4 家 多 = 


“关于 符号 与 运算 符 的 组 合 的 科学 。 这 样 的 组 合 仅 依赖 Ers 
于 某 些 特定 规则 ， 与 符号 本 身 的 特定 值 无 关 ”。 这 看 起 
来 模糊 的 陈述 却 打 开 了 对 代数 学 综合 研究 的 大 门 。 
赁 着 坚定 的 决心 和 聪明 才智 , 一 个 完全 不 知名 的 乡 | 
村 中 学 教师 乔治 .布尔 (George Boole, 1815 年 ~ 1864 | 
年 ) 开始 着 手写 他 的 第 一 篇 关于 数理 多 辑 的 论文 . 后 来 | 
布尔 成 了 德 . 摩尔 根 ?的 朋友 。 德 . 摩尔 根 支持 了 他 与 
四 格 兰 哲学 家 威廉 .汉密尔顿 人 (Sir William Hamilton, x 
1788 年 ~ 1856 年 )? 之 间 的 辩论 。 这 里 的 汉密尔顿 与 爱 
尔 兰 的 威廉 . 罗 文 .汉密尔顿 (Sir William Rowan | 
Hamilton) 无 关 。 这 场 辩论 对 现在 来 说 并 不 重要 ， 但 它 
各 激 确 了 通过 自学 成 为 数学 家 和 语言 学 家 的 布尔 于 


版 了 。 两 年 后 ， 很 可 能 是 由 于 德 摩尔 机 的 支持 AU 
eee CHEER CURE 
BE ATR RESTA AGER I BOR OEY — ete 
不 是 纯 哲 学 的 一 部 分 , 而 且 他 还 认为 远 辑 的 规则 不 是 来 | 
源 于 一 般 的 语言 , 而 是 从 纯 形 式 元 素 中 构造 出 来 的 。 只 ， 


| 


A 3437 58258 RAI, 才 有 可 能 用 语言 来 解释 。 TU 47 
认 数 学 只 是 研究 数 和 几何 体 的 科学 这 一 观点 , 而 这 一 观 
点 可 以 追溯 到 希腊 ,但 他 却 支 持 任 何 相 容 的 符号 届 辑 体 
系 都 是 数学 的 一 部 分 的 观点 。 这 使 得 我 们 第 一 次 清楚 地 
认识 到 : 数学 不 再 是 单纯 地 研究 量 的 科学 , 而 且 还 是 研 
究 结 构 的 科学 。1854 年 , 布尔 在 他 出 版 的 《思维 规律 的 
研究 》 中 国 述 了 上 述 观 点 , 并 建立 了 形式 逻辑 和 一 种 新 
的 代数 , 这 种 代数 我 们 今天 称 之 为 布尔 代数 。 布尔 代数 
实质 上 是 类 的 代数 。 变量 x 不 再 表示 数 ， 而 是 表示 一 个 
给 定 域 中 的 类 。 例 如 ，x 可 以 是 人 的 域 中 的 男人 的 类 。 
除了 X2=X 之 外 , 符号 所 遵循 的 规则 与 算术 代数 相同 ,在 
算术 代数 中 只 有 0，1 满足 上 述 等 式 。 而 在 布尔 代数 中 ， 
x'-x 总 是 恒 真 的 。 例 如 取 “ 人 的 集合 ”两 次 ， 仍 是 人 
的 集合 。 布 尔 回 时 也 认为 1 和 0 有 特殊 意义 : 1 代表 整 
个 域 ， 而 0 代表 “ 空 集 *。 而 这 些 观点 引发 了 当今 时 代 
的 核心 问题 : 计算 机 革命 。 我 们 将 在 第 23 章 中 再 论述 

德 .摩尔 根 (Augustus De Morgan, 1806 年 1871 
年 ) 是 新 代数 的 坚定 支持 者 。 他 出 生 于 印度 ， 就 学 于 剑 
侨 大 学 三 一 学 院 。 但 是 他 不 被 认为 是 牛津 或 剑桥 学 派 的 
一 员 , 原因 是 尽管 他 是 英格兰 教 的 成 员 , 但 是 他 拒绝 参 
加 为 获得 硕士 学 位 而 需 的 神学 考试 。 然 而 ， 在 他 22 岁 
那 年 , 他 被 任命 为 新 成 立 的 长 期 以 来 一 直 被 叫做 伦敦 大 
学 而 后 来 改 为 伦敦 学 院 的 教授 。 他 极 大 地 推进 了 皮 科 克 
的 思 志 。 早 在 1830 年 ， 他 就 曾 叙述 到 :“ 除 了 一 个 例外 
以 外 , 本 章 的 所 有 元 素 及 算 符 均 无 固定 的 意义 。 符 号 代 
数 是 由 得 号 及 符号 组 合 的 规则 决定 的 .许多 具有 不 同意 
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义 的 代数 的 语法 规则 。” 这 里 的 例外 是 等 号 : x=y 表示 | 
x 和 y 必 须 具有 相同 意义 。 这 一 陈述 记载 于 名 为 《双重 
代数 与 三 重 代数 》( 1830 年 ) 一 书 中 。 这 里 “双重 代数 ” 
指 的 是 复数 的 二 维 性 ， 以 区 别 于 关于 实数 的 “ 单 重 代 
数 "。 可 是 ， 德 . 摩尔 根 似乎 没有 完全 领会 自己 所 阐述 | 
的 问题 的 范围 .他 虽然 看 到 了 单 重 代数 和 双重 代数 具有 | 
相似 性 , 但 他 仍然 相信 不 存在 三 重 代数 和 四 重 代数 。 后 
来 证 明 他 的 这 一 想法 是 错误 的 ， 

尽管 双亲 早 逝 , 但 汉密尔顿 的 才能 很 早 就 显现 了 出 
来 。 作 为 一 个 天 才 的 语言 学 家 ， 他 5 岁 就 能 读 希 腊 文 、 
希 伯 来 文 和 拉丁 文 。 他 进入 了 都 柏林 三 一 学 院 学 习 。 22 
岁 当 他 还 在 读 大 学 时 ,汉密尔顿 就 已 经 获得 了 爱尔兰 皇 
家 天 文学 家 、 邓 辛 克 天 文 馆 馆 长 和 天 文学 教授 的 称号 。 
他 的 一 个 非常 喜爱 的 研究 课题 是 空间 和 时 间 的 相关 性 ， 
而 几何 是 空间 的 科学 , 代数 是 时 间 的 科学 。1833 年 , 汉 | 
密 尔 顿 在 爱尔兰 皇家 学 会 的 讲演 中 ， 把 复数 a+ib 表示 
R (a, b) 这 样 的 有 序数 对 ， 并 给 出 了 atib 的 加 和 乘 
的 几何 解释 。 


上 


(a, b) + (c, d) = (atc, btd) 
(a, b): (c, d) = (ac-bd, ad+bc) 


看 ， 这 一 扩展 很 简单 ， 定 义 三 维 数 2=atib+jc， 而 z 的 
模 为 a:+b?+c? 的 平方 根 ,定义 加 运算 非常 简单 , 但 无 法 
给 出 合理 的 乘 运算 乘 运 算 不 满足 交换 律 。 三 维 数 和 高 


后 来 ， 他 试图 把 二 维 复数 扩展 到 三 维 。 从 表面 上 
维 数 耗 费 了 汉密尔顿 10 年 的 时 光 。1843 年 10 月 16 日， 
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OR w Ë. 1831 
年 ~1879 年 ,著名 物 
理学 家 。 由 于 他 对 物 
理学 许多 分 支 带 有 根 ， 
本 性 的 贡献 ， 使 他 在 
物理 学 家 中 的 名 声 仅 
次 于 牛顿 。 估 所 创立 
的 麦克 斯 韦 方程 组 是 
电学 和 磁 学 中 场 的 基 
本 理论 一 一 编 注 。 


当 他 问 妻 子 治 着 星 宫 边 的 护城河 散步 时 ， 突 然 有 了 有 姑 
感 : 把 二 维 复 数 扩展 到 四 维 数 而 不 是 三 维 数 , P AL FP 
乘法 交换 律 。 这 样 四 维 数 表 示 成 2Z=a+ib+jc+kd, 其 中 
i=j) =K=ijk=-1。 这 意味 着 i=K 而 ji=-k， 所 以 不 满足 
交换 律 , 而且 整 个 结构 是 相 容 的 。 这 样 ， 一 种 新 的 代数 
产生 了 .汉密尔顿 停 下 脚步 并 把 这 一 公式 用 小 刀 刻 在 了 
布 劳顿 桥 的 石柱 上 。 当 天 ， 他 通知 爱尔兰 皇家 学 会 , 说 
他 要 在 下 -一 次 会 议 上 守 谈 -- 篇 天 于 四 元 数 的 文章 , 他 把 
这 一 四 维 数组 叫做 四 元 数 。 
这 一 重要 的 发 现 不 仅 产 生 了 新 代数 , 而且 使 得 数学 
能 够 目 由 地 构造 出 新 的 代数 体系 这 也 是 他 第 一 次 表述 
了 现在 我 们 所 知道 的 非 交 换代 数 的 理论 。 非 交换 意味 
TE 在 三 维 空间 中 , 两 个 相继 的 旋转 根据 旋转 的 次 序 的 
不 同 可 以 得 到 不 同 的 结果 。 这 与 二 维 空间 不 同 。 汉 密 尔 
顿 的 一 生 都 用 于 研究 这 一 新 代数 ， 并 于 1853 年 发 表 了 
《四 元 数 讲义 》。 他 的 主要 工作 是 把 四 元 数 用 于 几何 、 微 
分 几何 及 物理 学 。 我 们 在 下 一 章 将 会 看 到 麦克 斯 伟 ? 用 
四 元 数 的 记号 给 出 了 电磁 公式 ,汉密尔顿 确信 四 元 数 是 
完整 描述 宇宙 规则 的 关键 。 他 死 于 1865 年 ， 在 他 完成 
《四 元 数 基 础 》 之 前 。 后 来 这 部 书 由 他 的 儿子 编辑 出 版 。 
这 一 时 期 , 不 仅 代数 脱离 了 几何 的 约束 , 而 且 几 何 
学 也 从 空间 的 概念 中 解放 出 来 。( 第 16 章 ) 代数 学 和 几 
何 学 都 逐渐 被 作为 纯 抽 象 的 结构 来 研究 。 我 们 熟悉 的 算 
术 代 数 及 二 维和 三 维 几 何 都 是 它们 的 特殊 情况 。 
在 新 代数 领域 中 ， 我 们 看 到 了 美国 数学 正 慢 慢 凯 
起 。 哈 佛 大 学 数学 教授 和 《 测 地 学 观察 》 主 编 本 杰 明 . 
上 肥 不 斯 (Benjamin Peirce，1809 年 ~ 1890 年 ) 受 到 了 汉 
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Mua MJ. HALTS NAY GE K BAN OE 
皮尔 斯 构造 了 162 种 不 同 的 代数 体系 。 每 个 代数 体 


< 2 ^r $i 6 Sac RIT 2H | 

台 , 将 它们 用 加 运算 和 

EERHARK OR £— ERP. PARBLAB EE TIN EE 
足 乘法 对 加 法 的 分 配 005 RS ades 
WASA OCLYEEX TER RRR RES GS. 
Tire 9 ， 但 个 2+. - x £2ESE ETRET E AE 
EG AHORATDDU 2 SA30ZAEEBAS 

“]”。 这 些 线性 结合 代 

数 被 表示 成 矩阵 。 在 19 SPF = 

世纪 70 午 代 , 作为 哈佛 E fex 26 EI ES E q X EU 这 此 


大 学 教授 的 皮尔 斯 也 anum 5itsbiiumitesuzksu-a 
上 只 能 用 平版 印刷 来 出 6, Ae BRB, 

H BB TES 由 此 可 以 
想像 当时 美国 的 经 济 
状况 是 多 么 精 糕 ， 正 因 如 此 ， 上 皮尔斯 的 著作 只 印刷 了 

100 份 。 反 尔 斯 的 儿子 查尔斯 E - 皮尔 斯 (Charles ! 

Sanders Peirce, 18394 ~ 1914 年 继承 了 父亲 的 工作 ， eer RO RAE i 


PR c AER, (Sin 1854 ££ 
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证 明了 162 个 代数 体系 中 只 有 3 个 可 以 惟一 EX DL eii 
算 : 它们 是 算术 代数 、 复 数 代数 和 四 元 数 代数 。 回 过 Taare 


来 看 英国 ， 威 廉 gwm wpa (Wiliam Kingdon | x 
Clifford, 1845 4E ~ 1879 年 ) ?创建 了 现在 我 们 所 知道 | GE EE fos 
的 克利 福 德 代数 , 特别 是 研究 了 主要 用 于 描述 非 欧 空间 | 家。 发 展 了 八 元 区 和 
运动 的 八 元 数 和 十 元 数 .代数 发 展 到 这 一 步 已 经 走 了 很 AARERRES — 
长 的 一 段 路 。 n 

从 此 ， 数 学 将 向 着 交织 在 一 起 的 不 同 的 方向 发 展 。 


布尔 的 追随 者 将 数学 应 用 于 逻辑 , ETRAZ. K 


亚 诺 以 及 后 来 的 罗素 试图 从 逻辑 中 得 到 数学 : 一 个 可 
以 称 为 逻辑 主义 的 宏伟 计划 。 另 一 些 人 鉴于 出 现 了 如 此 
多 的 数学 结构 , 开始 寻找 数学 的 可 靠 基础 以 巩固 数学 体 
| 系 。 我 们 将 在 第 23 章 中 回顾 这 些 研究 。 


C a iX EP LAE: RPAH MF HR 


| BIRHIRX SU, CEBIUEULEDERUE de HHH 
| AUT E MPAA EBB BERE SURE 
RMS AL, ATU A AH MR RE I, 
EER, ARAMA EMSA: 我 们 也 可 以 讨论 一 些 
| 性 忆 性 问题 ， 自 此 时 ， 我 们 就 必须 放弃 理论 上 的 严 赣 性 。 
HE MERA, RATT FREH S E 
BALA CERFEOL MATER RHA 
BXASLHBAT ALE. FREY HE AE 
征 得 之 于 类 于 假设 的 研究 。 
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从 18 世纪 中 期 开始 ， 伴 随 着 数学 方法 在 对 物理 现 
象 特别 是 物理 运动 的 分 析 中 的 广泛 应 用 . 微 积分 也 在 不 
新 地 发 展 。 微 积分 的 应 用 包括 了 热力 学 、 天 体力 学 、 流 
体力 学 及 对 光 、 电 、 磁 的 研究 。 这 些 学 科 都 是 通过 建立 
描述 物理 现象 的 微分 方程 , 以 及 开发 解 这 些 方程 的 方法 
来 解决 问题 的 。 由 于 难以 求 出 微分 方程 的 确切 解 , 这 导 
致 了 到 近 方法 的 确立 ,虽然 上 述 学 科 所 涉及 的 物理 现象 
看 起 来 是 不 同 的 现象 , 但 它们 都 或 多 或 少 与 空间 的 媒介 
相关 联 。 特 别 是 从 牛顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》 开 始 ， 
人 们 对 相 离 物体 间 的 作用 的 真实 性 进行 了 探讨 。 例 如 ， 
重力 是 如 何 对 物体 发 生 作用 的 ; 重力 和 磁力 是 否 是 同 
一 种 类 型 的 力 的 不 同方 面 . 还 是 完全 不 同 的 现象 也 许 


太 是 什么 东西 , 它 有 什么 样 的 性 质 等 等 为 了 解释 这 些 
疑问 ,我 们 将 集中 精力 考查 势能 理论 以 及 它 与 电磁 学 的 
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菜 布 尼 效 微 积分 被 扩展 到 多 参数 函数 。 这 样 , 例如 | 

同 平面 上 的 曲线 y=f(x) 一 样 ， 空 间 中 的 曲线 z=f(x，y) | 
也 成 为 了 研究 的 对 象 , 为 此 ， 人 们 导入 了 部 分 偏 微分 方 
Ë. 在 偏 微分 方程 中 可 以 对 每 个 参数 独立 求 导 。 运动 的 
粒子 相互 作用 可 以 表示 为 微分 方程 .该 微分 方程 的 解 可 
能 就 是 该 粒子 运行 的 轨道 .牛顿 关于 行星 沿 着 椭圆 轨道 
运行 的 研究 结果 只 是 通过 例如 假定 太阳 和 行星 都 是 一 个 
质点 , 而 且 可 以 独立 处 理 各 个 行星 这 样 的 简化 手法 得 到 
的 。 现 在 人 们 已 经 相信 了 日 心 说 及 行星 不 是 沿 圆 形 轨道 
运行 的 学 说 ， 而 开始 建立 更 加 精确 和 完善 的 轨道 模型 。 
其 中 一 个 技术 是 着 眼 于 动力 系统 的 能 量变 化 .而 势能 理 
论 就 是 表示 能 量 守恒 的 物理 现象 的 数学 方法 。 | 
天 体力 学 要 关注 的 一 个 重要 现象 是 , 行星 不 是 沿 着 | 
圆滑 的 椭圆 轨道 运行 的 ， 而 是 在 这 一 轨道 上 扬 摆 着 行 ， 
üt. 事实 上 , 越 来 越 精 确 的 数据 表明 ,太阴 系 的 所 有 星 | 
球 都 偏离 圆滑 的 轨道 。 由 此 人 们 开发 了 摄 动 理论 。 在 该 | 
理论 下 ,一 个 行星 轨道 不 仅 与 它 和 太阳 间 的 相互 作用 相 
X, 而 且 与 它 和 其 他 行星 之 间 的 相互 作用 也 相关 。 这 使 ， 
得 使 用 数学 进行 分 析 极其 困难 , 因为 人 们 需要 考虑 的 参 | 
数 太 多 了 。 人 们 重点 探讨 了 三 体 问题 把 太阳 系 简化 成 
只 有 太阳 、 地 球 和 月 亮 的 体系 。 在 这 一 体系 下 , 我 们 得 
不 到 精确 的 解 。1747 年 ， 欧 拉 开 发 了 一 个 新 技术 行星 
间 的 距离 可 以 用 三 fs JUGE. | 
这 就 是 欧 拉 的 《无 穷 分 析 引 论 》 所 研究 的 主要 间 

题 。 莱 昂 哈 德 . 欧 拉 (Leonhard Euler, 1707 4E ~ 1783 | 
年 ) 是 历史 上 最 多 产 的 数学 家 。 在 巴塞 尔 > 


RH, 《建立 在 自然 规 
ftr, DE AUS AM 
4 X eim 
FS HRB) (1710 
年 ) f4—65 2, LH 
BRAT FSLAR HS 
M, ER FSH PLA 
一 个 神 的 眼睛 。 
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到 了 约翰 : 伯 努 利 " 的 特别 指导 ( 伯 努 利家 族 在 几 个 世 


代 产 生 了 许多 优秀 的 数 竺 家， 是 一 个 数学 家 族 )。 从 


1727 年 起 ， 欧 拉 加 
人 了 由 叶 卡 捷 琳 娜 
二 世 刚 刚 创 建 的 披 
得 堡 科 学 院 。1733 
年 , 约翰 - 伯 努 利 的 
儿子 丹尼尔 : 伯 努 
利 回 到 家 乡 巴 塞 
尔 ， 把 圣彼得堡 科 
学 院 教 授 的 职位 让 
给 了 年 轻 的 欧 拉 。 
一 年 后 ， 欧 拉 结 了 
婚 ， 后 来 他 成 了 13 
个 孩子 的 父亲 ， 虽 
然 只 有 5 个 孩子 活 
到 了 成 人 。 他 后 来 
写 到 ， 他 的 一 些 最 
重要 的 发 现 是 抱 着 
孩子 及 在 孩子 的 哈 
哗 中 得 来 的 。 但 是 
他 的 视力 严重 误 
iB. 1740 年 ， 他 的 


一 只 有 眼睛 已 经 失明 ，1771 年 双 目 失明 。1741 年 ， 他 应 
普鲁士 腓 特 列 大 帝 的 邀请 来 到 柏林 , 并 于 几 年 后 担任 新 
成 立 的 柏林 科学 院 第 一 任 数 学 所 所 长 。 欧 拉 于 1766 年 
回 到 圣彼得堡。 尽管 当时 他 的 双 目 已 近乎 失明 , 但 他 的 
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用 微 积 分 确定 曲线 英 长 
度 和 面积 ， 对 党 积分 方 
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大 部 分 研究 是 在 这 之 后 赁 着 富有 献身 精神 的 助手 们 的 帮 
助 及 他 非凡 的 记忆 力 完成 的 。 

欧 拉 的 数学 成 果 吉 括 了 所 有 的 数学 领域 , 也 包括 绘 
图 法 、 造 船 法 、 历 法 及 金融 等 应 用 性 质 非常 强 的 领域 。 
但 是 他 的 成 名 之 作 是 《无 穷 小 引 论 》(1748 年 )、《 钢 体 | 
运动 理论 》(1765 年 ) 及 在 微 积分 学 中 的 研究 成 果 。 他 
的 工作 为 数学 分 析 及 分 析 技术 商定 了 基础 数学 中 所 用 
的 函数 符号 f(x) 及 现在 通用 的 圆周 率 “ nr”、 自 然 对 数 
AE “e”, -1 的 平方 根 “i， 求 和 符号 “Z ”都 是 欧 拉 
首先 提出 并 开始 使 用 的 。 他 认为 在 对 自然 现象 的 建 模 过 
程 中 ， 几 何 、 数 论 和 分 析 学 相辅相成 共同 发 展 。 

使 用 摄 动 理论 能 得 到 更 精确 的 行星 轨道 , 但 同时 在 
理论 上 也 产生 了 许多 麻烦 , 那 就 是 行星 没有 理由 停留 在 
现 有 的 轨道 上 。 小 小 的 摆动 很 容易 被 增幅 , 并 使 行星 完 
全 离开 它 的 轨道 ,就 好 像 有 一 个 天 使 在 使 行星 沿 着 它们 
的 轨道 运行 (到 了 20 世纪 ， 人 们 发 现 能 够 用 混沌 理论 解 
释 太 阳 系 动力 学 。 请 参阅 第 24 章 )。 用 来 描述 行星 运动 
的 方程 式 变 得 越 来 越 多 而 且 复杂 。 在 法 国 ， 人们 更 喜欢 
用 分 析 方 法 来 研究 行星 运动 而 不 是 用 几何 方法 , 从 而 产 | 
8. AVENIA DAEHN | 

| 


(Joseph Louis Lagrange, 1736 Æ - 1813 年) 为 代表 。 
拉 格 朗 日 建立 了 “ 拉 格 朗 日 方程 系 "。 拉 格 朗 日 的 长 达 
500 页 的 《分 析 力学 (1788 年 ) 一 书 中 没有 一 个 图 。1799 | 
年 ， 他 发 表 了 系列 著作 《天 体力 学 》 的 第 一 卷 。 该 卷 着 | 
重 讨论 了 势能 理论 和 摄 动 理论 ,法 国 科 学 家 的 许多 成 果 
得 之 于 法 兰 西 革命 时 期 , 那 时 很 多 数学 家 都 受到 了 政治 
动乱 的 干扰 。 青年 柯 西 (AugustinLouis Cauchy, 1789 


H 


| 
| 
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4E - 1857 年) 由 于 全 家 暂时 离开 了 巴黎 ， 侥 幸 逃 过 了 法 
兰 西 革命 的 最 坏 时 期 . 从 巴黎 工学 院 毕业 后 . 柯 西 在 拿 


酸 仑 为 人 侵 英国 做 准备 的 港 中 工作. 但 是 他 更 希望 能 集 
_ 中 精力 研究 数学 。 经 过 几 番 周折 . 他 终于 在 法 国 巴黎 工 
学 院 得 到 了 助理 教授 的 职位 。 


柯 西 是 一 个 多 产 的 学 者 。 其 中 最 著名 的 著作 有 《无 


穷 小 计算 讲义 》(1821 年 )》 和 《微分 教程 》( 1829 F). 
而 他 的 全 集 多 达 27 卷 。 但 是 在 19 世纪 早期 的 法 国 的 政 
治 环境 下 , 柯 西 一 直 没 有 改变 他 的 天 主教 信仰 。 因此 他 
与 同僚 之 间 的 关系 一 直 很 紧张 由 于 为 了 支持 耶稣 会 十 
而 与 法 国 科学 院 发 生 了 冲突 ， 以 及 在 1830 “EAR AVES 
效忠 新 君主 , 他 的 教授 职位 被 剥夺 并 且 与 查理 十 世 同 时 
被 流放 。 返 回 巴 黎 后 ,虽然 他 是 法 兰 西学 院 数学 教授 职 
位 的 最 佳人 选 ， 但 仍 两 次 落选 。 只 是 当 1848 年 路 易 其 
被 推翻 后 , 柯 西 才 又 重新 成 为 工学 院 的 教授 。 E 184047 
到 1847 年 之 间 ， 柯 西 发 表 了 长 达 4 卷 的 《数学 物理 分 
| 析 》。 这 一 研究 商定 了 实 分 析 和 复 分 析 的 基础 ， 而 实 分 
析 和 复 分 析 又 是 数学 物理 的 基础 . 


法 国人 利用 截取 需 级 数 来 得 到 近似 函数 , 并 希望 通 


过 保留 更 多 的 项 来 取得 更 佳 的 逼近 的 想法 , 受到 了 许多 
寻求 更 加 可 行 的 方法 的 人 的 批判 。 例 如 ，1860 年 后 期 


DETH BR., 
816 年 ~1872 年 .法 | 
因数 学 家 和 天 文学 
家 。 他 的 月 球 运动 理 | 
论 对 行星 运动 理论 的 | 
发 展 起 了 关键 性 的 作 
用 一 一 编 注 ， 


但 尔 斯 德 洛 内 在 他 发 表 的 一 篇 文章 中 给 出 了 一 个 占 
据 了 一 整 章 的 巨大 方程 式 ， 并 给 出 了 近 60 种 评估 它 的 
解 的 方法 。1834 年 , 汉密尔顿 向 皇家 学 会 提交 了 一 篇 文 


章 ， 在 该 文章 中 他 提出 了 “汉密尔顿 方程 式 "。 汉 密 尔 


顿 使 用 一 个 特征 方程 式 来 刻画 在 一 个 能 量 场 内 任意 多 个 
点 的 运动 。 不 仪 如 此 ,汉密尔顿 自己 也 解释 到 : 他 的 表 


I9O 


达 式 (方程 式 ) 生产 了 一 个 方法 ,该 方法 不 同 于 拉 格 朗 | 
日 的 求解 方法 , 而 拉 格 明日 的 方法 在 求解 过 程 中 往往 行 
不 通 。 从 19 世纪 中 叶 开 始 ， 黎 曼 将 势能 理论 的 方法 及 
术语 用 于 几何 学 的 研究 中 (第 16 章 )。 这 一 称 为 微分 几 
何 的 新 领域 把 微 积分 的 概念 扩展 到 三 维 空间 。 在 那里 
点 、 曲 线 、 面 这 样 的 几何 对 象 可 以 用 向 量 描述 , 并 且 可 
以 使 用 函数 及 作用 于 函数 上 的 算 子 来 刻画 像 速度 .加 速 
度 以 及 能 量 等 动力 学 概念 。 例 如 ， 对 于 一 维 函数 f(x)， 
只 定义 了 对 变量 x 的 导数 ， 而 对 三 维 函数 f(x，y，22)， 
则 定义 了 3 个 不 同 的 求 导 算 子 。 这些 算 子 是 : 斜率 算 子 
(GCA grad), HRT OCX curl) 和 标量 算 子 OEH 
div). 实际 上 , 在 一 个 动力 系统 中 的 每 一 个 变量 都 可 被 
认为 是 这 个 系统 中 的 “一 个 维 *。 黎 曼 对 于 高 维 空间 的 
研究 使 微分 几何 成 为 在 一 个 统一 的 框架 中 刻画 物理 系统 
的 理想 工具 。 正 是 使 用 了 微分 几何 , 麦克斯韦 展示 了 他 
的 电磁 学 理论 。 

19 世纪 中 斯 产生 了 许多 关于 电 和 磁 的 试验 和 理论 
结果 。18 世 纪 80 年 代 , 查尔斯 库仑 ?通过 试验 发 现 两 
个 电荷 间 的 力 与 两 电荷 的 乘积 成 比例 ， 与 两 者 的 距离 
的 平方 成 反比 科学 家 们 可 以 将 在 重力 的 研究 中 得 到 的 
一 些 模型 和 技术 应 用 到 静电 现象 中 去 。 18124, 泊 松 利 
用 与 上 一 世纪 拉 普 拉 斯 的 《天 体力 学 》 类 似 的 方法 研究 
了 静电 现象 .他 设想 电流 是 由 存在 于 所 有 物体 中 的 相反 
电荷 的 流动 形成 的 ， 同 性 电荷 相 斥 ， 异 性 电荷 相 吸 。 第 
二 年 , 他 推导 出 了 刻画 势能 和 电荷 密度 间 的 关系 的 偏 生 
分 方程 。 该 方程 被 称 为 泊 松 方程 。1820 年 奥 斯 式 % 通 过 
带电 的 电线 能 使 磁 针 摆动 这 一 现象 发 现 了 电磁 ,这 激发 


OHH #O, 1736 
年 ~1806 年 ,法 国 物理 
学 家 , 以 制定 库仑 定律 
最 为 著名 一 编 注 。 


ORE X. 1777 # - 
1851 年 ,丹麦 物理 学 家 
和 化 学 家 , 发 现 电流 流 
过 导线 时 能 使 磁化 的 罗 
盘 针 偏转 . 这 个 现象 的 
重要 性 很 快 获 得 公认 . 
推动 了 电磁 理论 的 发 展 
一 一 编 注 。 
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| 了 安培 研究 电 与 磁 之 间 的 相互 关系 。 对 这 一 研究 他 采用 


ONR "HA 
NI y S us 


» i 


A 
Ese 


ee 
Qu 


a A" 
MG YE 
x . 
e iy, 
T Wat. 
E na 


k: 


LS 
一 


ERAN ZEA | 了 “电动 力学 ”这 一 术语 。 安培 使 用 数学 方法 证 明了 
国 物 理学 宋 、 科 学 史 | 同 静 电力 一 样 , 电磁 力也 满足 平方 反比 定律 。 法 拉 第 电 
pena AX | 磁感应 的 发 现 表明 了 电 与 磁 之 间 是 紧密 相关 的 ,但 当时 
less 的 物理 理论 还 无 法 对 此 做 出 恰当 的 物理 解释 , 例如, 安 
Arüfaeree | 培 提出 的 以 太 中 微小 的 电力 涡 动 是 磁力 传播 的 机 制 这 一 
AAA BEREA | 观点 ,将 会 碰 到 与 箔 卡 儿 在 研究 行星 运行 的 涡 动 模型 时 
MH Rie MEER, 所 遇 到 的 类 似 的 问题 。 
”通过 分 析 地 球 和 月 亮 间 的 相互 作用 力 , 天 文学 家 们 
清楚 地 认识 到 : 由 于 两 个 球体 的 大 小 及 它们 之 间 的 距 
| BI, 已 不 能 把 它们 作为 质点 来 考虑 , 而 是 应 该 考虑 整个 
球体 间 的 相互 影响 从 地 球 上 的 一 点 看 月 亮 的 重力 效应 
与 月 亮 的 体积 或 质量 及 形状 有 关 , 物 体内 部 和 表面 的 受 
力 关 系 在 数学 上 被 处 理 为 体积 积分 和 面积 积分 的 关系 。 
Sd oma - | 这 一 关系 于 1828 年 被 表述 为 格林 定理 。 乔治 : 格林 ?中 
”| 年 开始 到 剑桥 大 学 学 习 数学 ， 后 来 成 为 该 校 的 研究 员 。 
E 格林 定理 是 关于 电磁 能 的 定理 ， 但 也 可 以 用 于 重力 势 
— Bit, | 能 。 
1873 年 , 麦克 斯 韦 继 法 拉 第 之 后 , 发 表 了 论文 《 电 
AR, 论文 中 的 主要 概念 是 电场 和 磁场 。 麦 克 斯 韦 试 
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图 避免 被 卷 人 关于 以 太 本 质 和 空间 的 本 性 的 争议 中 , R 
用 自 顶 向 下 的 方法 . 该 理论 回避 了 依赖 电荷 . 电流 这 样 
的 不 易 理解 的 微观 概念 , 而 是 采取 了 宏观 的 途径 他 假 
设 了 场 的 存在 以 及 场 与 场 之 间 、 场 与 媒介 之 间 存在 着 相 
互 作 用 。 麦 克 斯 韦 认为 空间 是 一 个 具有 弹性 的 连续 体 。 
因为 空间 是 连续 的 , 所 以 能 够 从 点 到 点 传递 运动 。 CER 
为 空间 是 有 弹性 的 ， 所 以 媒介 本 身 可 以 存 贮 动能 和 势 
能 。 他 大 量 地 使 用 了 势能 理论 和 微分 几何 , 并 分 别 又 用 
汉密尔顿 的 四 元 数 符号 的 形式 及 笛 卡 尔 的 形式 给 出 了 他 
的 方程 式 。 刻 维 赛 给 出 了 我 们 现在 使 用 的 矢量 形式 的 麦 
克 斯 韦 方程 。 

麦克 斯 韦 的 理论 及 表现 形式 并 没有 马上 获得 成 功 。 
对 麦 可 斯 韦 的 场 论 , 汤普森 指责 麦克 斯 韦 为 “神秘 主义 
者 ”， 这 使 得 人 们 联想 起 当 牛 顿 提出 重力 时 所 受到 的 遭 | TAT OT Mo 
遇 。 这 一 时 期 对 空 - 
间 本 质 的 认识 比 
较 混 乱 , 而 许多 物 
理学 家 将 麦克 斯 
韦 的 方程 式 应 用 
于 自己 的 研究 中 。 
1861 年 ,麦克斯韦 
推算 出 电磁 波 的 
速度 与 光速 非常 
相近 , 从 而 促使 他 
把 光 作为 电磁 波 
谱 的 一 部 分 。1888 
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| Æ, 赫兹 通过 实验 验证 电磁 波谱 的 存在 , MER T xw 
Es 在 同一 时 期 ， 迈 克 耳 孙 2 和 莫 雷 2 

的 实验 证 明了 如 果 存 在 以 太 ， 那么 当 运 动 穿 过 它 时 , 媒 
介 将 不 受 影响 不 管 运动 的 物质 是 一 个 行星 还 是 一 东 光 
线 。 在 实验 数据 
面前 ， 对 于 相隔 
物体 间 的 相互 作 
用 的 早 时 的 疑问 
完全 消失 了 。 
1905 年 ， 爱 因 斯 
坦 对 时 间 和 空间 
的 概念 进行 了 重 
新 的 探讨 。 

AE vL Hr m 
方程 式 早 期 被 应 
用 于 电信 和 无 线 
AAI 18025 Hak | HMR. ZAER 
HESKLHRA. | 将 麦克 斯 韦 的 方程 式 应 用 于 电报 学 , 考察 了 被 别人 忽视 
DIR TSS | 了 的 传播 线 里 的 自 感应 效应 .这 项 研究 促进 了 感应 线圈 


1931 年 ， 第 一 个 获得 科 
学 诺 贝 尔 奖 全 的 美国 | 的 产生 。 感应 线圈 被 用 于 横 跨 大 西洋 的 电缆 中 ,以 便 对 


人 ， 以 测定 光速 和 研究 


xxt xm mes | 信号 进行 增幅 。1902 年 , 马克 尼 成 功 地 将 无 线 电波 传 到 
区 生前 了 大 西洋 彼岸. 这 给 数理 物理 学 家 们 提出 了 当 接受 器 与 
oaa ie on | 发 射 器 相距 很 远 时 , 电磁 波 是 如 何在 大 气 层 中 传播 的 这 


年 ， 化 学 家 ， je 一 精确 建 模 问题 。 电 信 工 业 从 此 得 到 了 进一步 发 展 。 
耳 孙 合作 , 企图 通过 

想 的 以 太 来 测量 地 球 |i 
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家 逻辑 学 家 皮 亚 诺 | 
(Giuseppe Peano, 1858 : 

- 1932 年 ) 提出 了 | 
一 条 充满 整个 平面 的 
折线 而 令 同 时 代 的 人 
们 感到 震惊 ,也 就 是 | 


引物 人 和 纵 观 历史 ,数学 家 和 哲学 家 们 一 直 对 无 穷 这 一 概念 

RHEE. | 纠缠 不 清 。 希 腊 人 一 次 又 一 次 表现 出 对 无 穷 及 无 穷 小 数 

的 恐惧 。 特别 是 在 微 积 分 的 定义 中 更 是 如 此 。 到 了 19 世 

纪 , 我 们 终于 要 正视 这 些 问题 , 许多 数学 分 支 都 是 通过 

许多 人 的 工作 积累 而 发 展 起 来 的 。 但 是 , 战胜 无 穷 这 一 

怪兽 并 最 终 建立 了 集合 论 基础 的 只 有 一 个 人 , 他 就 是 格 

oum. aie 奥 尔 格 - 康 托 尔 + 。 无 穷 级 数 使 用 的 增加 及 对 其 正确 性 
+ wa s 的 疑虑 促使 了 集合 论 的 研究 . 

ST Ree 8 是 柯 西 用 算术 而 不 是 用 几何 的 术语 改 述 了 计算 的 基 

«x. 本 概念 (这 被 称 为 计算 的 算术 化 )。 一 反 希 腊 人 把 几何 

看 成 是 最 严密 的 学 科 的 观点 , 19 世 纪 , 人 们 开始 用 算术 

手法 重新 考虑 分 析 学 ,其 中 一 个 主要 原因 是 多 参数 和 复 

数 参 数 函数 的 使 用 。 这 些 函 数 通常 是 无 法 用 几何 来 表示 

的 。 
1822 Œ, WER - 傅 里 时 (Joseph Fourier, 1768 
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一 


在 热传导 的 分 析 中 , 传 里 叶 利 用 信里 叶 级 数 解 了 热传导 ， gars eter 


中 的 微分 方程 , 傅 里 叶 认 为 , 任意 函数 都 可 以 表示 为 正 FEAR. 其 过 数学 

FE wy RAS EB 

纺 和 余弦 的 无 穷 级 数 , 即便 是 不 连续 或 跳跃 的 函数 也 同 Caura EES 
| 


年 ~ 1830 年 大 出 版 了 他 的 经 典 著作 《 热 的 分 析 理 论 》》。 ous we s 


样 如 此 , 然而 , 有 些 人 开始 怀疑 这 样 的 无 穷 级 数 是 否 收 | PP 
敛 于 它 所 表示 的 函数 。 狄 利克 雷 8 证 明了 只 有 在 某 些 限 

制 下 这 一 结果 才能 成 立 , 而 且 狄 利克 雷同 时 还 推广 了 函 

数 的 概念 。 他 认为 关于 xX 和 y 的 任意 规则 都 是 函数 ， 不 

一 定 要 有 解析 表示 或 等 式 。 作 为 例子 , 他 构造 出 了 一 个 

“病态 函数 ” 如 果 x 是 有 理 数 , 则 定义 y=a; ”如果 Xx 是 

无 理 数 , 则 定义 y=b。 这 一 被 数学 家 们 称 为 病态 的 函数 

在 每 一 点 都 不 连续 ,因此 处 处 不 可 导 。 但 是 ,讨论 集中 

于 该 函数 是 否 可 积 , 为 了 解决 这 一 问题 需要 我 们 给 出 无 

理 数 的 明确 定义 。 

人 徊 利 上 略 在 加 速度 的 分 析 中 , 提 到 了 自然 数 的 无 穷 序 
列 1，2，3… 及 自然 数 的 平方 的 无 穷 序列 1，4，9…。 两 
个 序列 的 元 素 间 存 在 一 一 对 应 关系 , 因此 , 两 个 序列 应 
该 有 同样 数目 的 元 素 。 但 是 第 二 个 序列 中 缺少 了 一 些 自 
然 数 ， 所 以 第 二 个 序列 所 含 的 项 数 应 该 少 于 第 一 个 序 
列 。 两 个 无 穷 序列 可 能 是 同类 的 , 也 可 能 是 两 个 不 同类 
的 无 穷 序列 。 

HERH- 博 尔 扎 诺 (Bernhard Bolzano, 1781 
年 ~ 1848 年 )， 一 个 布拉格 牧师 ， 提 出 了 一 个 有 趣 的 想 
法 ， 但 遗憾 的 是 ， 这 一 想法 很 久 以 后 才 被 人 们 发 现 。 他 | 
研究 了 与 柯 西 非常 相似 的 计算 算术 化 问题 . 柯 西 在 布 拉 
格 的 流放 期 间 见 过 博 尔 扎 诺 。 在 他 死 后 的 1850 年 出 版 | 
的 《无 穷 的 悖 论 》 中 ， 博 尔 扎 诺 指 出 : 像 匣 利 略 所 发 现 


Os *s.:8:5 
年 ~ 1859 年 . 德国 数 
FR. HH, oH 
学 和 力学 做 出 了 宝贵 
贡献 一 P: 


20 VP 


的 那样 的 悖 论 不 仅 在 自然 数 中 存在 而 且 在 实数 中 也 存 
例如 ， 一 条 单位 长 度 的 线段 上 的 实数 个 数 
与 长 度 是 它 两 倍 的 线段 上 的 实数 个 数 
SP 5 相同。 这 与 直观 不 符 。 这 位 波 希 米 
p. | 亚 的 哲学 家 似乎 眼看 就 要 发 觉 了 
自然 数 的 无 穷 意义 与 实数 的 
不 同 。 他 在 给 出 病态 函数 
方面 也 做 出 了 贡献 。 这 类 
函数 的 增多 , 成功 地 突破 
了 已 有 的 微 积分 法 则 。 
~ ”数学 家 们 对 函数 的 
r ”性 质 和 数 的 性 质 的 关注 
> 并 非 个 然 。 如 果 一 个 
a T 孙 数 y=f(x) 能 被 表示 
AR AMO (Dovid) — 成 无 穷 级 数 ， 例 如 健 里 叶 级 数 ， 
e tak Oo | 那么 就 要 验证 对 于 变量 x 每 一 个 值 , 级 数 都 收敛 于 f(x)， 
o de x 即 所 谓 的 点 点 收敛 .由 于 对 每 个 级 数 进行 收敛 验证 是 繁 
一 编 注 ) 提出 7 一 个 | 琐 的 ,因此 人 们 提出 了 各 种 收 和 敛 准 则 。 所 有 这 些 准 则 都 
5A nugae | 需要 数学 家 们 对 数 的 无 穷 序列 的 收敛 有 一 个 明确 的 认 
i oe 由 于 柯 西 对 现行 的 无 穷 的 概念 很 讨厌 ， 以 至 于 不 慎 


立方 体 的 一 维 的 折线 。 


ik # 相 g 
L2 IAAR6T. | 鸣 人 了 了 循环 论证 。 把 无 理 数 定义 为 有 理 数 的 极限 ,而 在 


AAUET RHA. 另 一 处 却 又 做 了 相反 的 定义 。 卡 尔 . 维尔 斯 特 拉 斯 9 试 
空间 的 概念 以 及 无 穷 的 | 


AMES. x 图 摆脱 无 理 数 对 极限 的 依赖 , 寻求 把 无 理 数 定义 为 序列 
本 身 而 不 是 序列 的 极限 。 

直人 和 与 此 同时 , 黎 曼 重新 闻 述 了 积分 的 概念 , 使 其 成 为 

eu mA 人 四 | 我 们 今天 所 熟知 的 形式 前述 的 狄 利 克 雷 函数 在 黎 曼 的 


数学 家 .现代 函数 论 的 | 


创立 人 之 一 一 一 编 注 ， 定义 下 仍然 不 可 多。 黎 曼 还 加 入 了 寻找 病态 函数 的 游戏 
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rH, 并 且 找 到 了 一 个 这 样 的 病态 函数 这 一 病态 函数 在 
无 穷 多 个 点 不 连续 , 但 是 该 函数 不 仅 可 积 , 而 且 它 的 积 
分 是 一 个 连续 函数 , 而 这 一 -积分 函数 在 原 函 数 的 不 连续 ， 
点 不 可 导 。 微 积分 的 基本 定理 仍 有 待 于 进一步 研究 .我 
们 仍然 需要 真正 理解 什么 是 无 理 数 , 并 给 出 实数 的 明确 ， 
EM. BIT 19 世纪 50 年 代 ， 人 们 开始 用 两 种 不 同方 式 x 
对 实数 先行 划分 ;有理数 和 无 理 数 以 及 代数 数 和 超 直 
数 。 有 理 数 是 形 为 m/n ğe, HF mAn 是 整数 ; 无 | 
理 数 是 像 “ 根 号 2”， 圆 周 率 “nx” 这 样 的 韭 有 理 数 。 代 x 
数 数 是 能 够 成 为 整 系数 有 限 维 多 项 式 方程 的 解 的 数 , 因 
此 包括 像 “ 根 号 2” 这 样 的 数 ， 但 不 包括 “r ”; 超越 数 
则 是 非 代数 数 。 我 们 可 以 马上 意识 到 无 理 数 和 超越 数 是 
用 “ 非 ” 或 “不 是 ”这 样 的 字眼 来 定义 的 ， 所 以 我 们 仍 
不 清楚 它们 到 底 具 有 什么 样 的 本 性 。1872 年 ， 理 查 德 | 
狄 德 金 (Richard Dedekind, 1831 年 ~ 1916 年 )?3 和 康 托 
尔 (Georg Cantor, 1845 年 ~ 1918 年 ) 同 时 发 表 了 关于 EX 
这 一 问题 的 研究 论文 。 同 年 ， 他 们 成 了 好 朋友 。 他 们 都 | Ee 
是 在 相对 无 名 的 大 学 工作 。 狄 德 金工 作 于 家 乡 布 伦 瑞 克 | T8 
工学 院 , 而 康 托 尔 工作 于 哈雷 大 学 。 但 他 们 的 研究 却 对 | 
数学 界 产生 了 重大 的 影响 。 

狄 德 金 考虑 的 是 在 给 定 实数 线 上 有 理 数 与 无 理 数 的 
区 别 。 例 如 ， 莱 布 尼 兹 认为 ， 一 条 线 上 点 的 “连续 性 ” 
与 它们 的 密度 有 关 。 一 个 点 集 是 稠密 的 是 指 任意 两 点 之 
间 总 是 存在 另外 一 个 点 。 然 而 ， 有 理 数 也 具有 稠密 性 ， 
但 它 不 是 连续 的 。 狄 德 金 没有 继续 去 寻求 如 何 把 点 联结 
在 一 起 以 形成 连续 体 的 方法 。 他 选择 了 另外 -一 条 途径 ，| 
即 在 线段 上 定义 切割 来 建立 连续 性 .把 数 轴 想 像 成 无 限 
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这 些 反射 球 是 自 相似 的 | 
Wt, AEG | 
半径 为 其 一 半 的 小 球 ， 
小 球 又 生出 要 小 的 球 ， 
PET, HREM | 
程 ， 这 一 图 形 的 表面 积 | 
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长 的 管子 , 管 中 按 顺序 排列 着 有 理 数 一 个 切割 把 这 个 
管子 切 成 A 和 B 两 个 部 分 并 把 管子 的 两 个 切面 露 在 外 
面 ， 这 就 是 集合 A 和 了 B 的 端点 。 通 过 观察 两 个 切面 ， 如 
| 果 面 上 有 数字 的 话 ， 我 们 可 以 读 取 面 上 的 数 。 如 果 没 有 
| 读 到 数 , 那么 我 们 就 说 实现 了 一 个 无 理 数 的 切割 。 用 这 
种 方法 , 狄 德 金利 用 集合 A 和 B 定 义 了 无 理 数 ,而 不 是 
| 把 无 理 数 作为 一 个 序列 ,这 样 就 可 以 用 算术 语言 而 不 是 
| 用 不 完备 的 几何 概念 来 形式 化 地 描述 连续 和 极限 的 性 
Le 后 来 ， 罗 素 (Bertrand Russell, 18724F - 1970 年 ) 
| 注意 到 : 两 个 集合 A 和 B 可 以 相互 定义 ， 因 此 ， 在 多 
HE 我 们 只 需要 其 中 的 一 个 。 这 样 一 个 无 理 数 可 以 仅 
用 集合 A (RB) REY. 
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| 
不 是 一 个 异常 情况 ,而 是 一 个 无 穷 集合 的 定义 。 他 意识 | 
到 , 如 果 一 个 集合 与 它 的 一 个 真子 集 相 似 , 即 该 真子 集 | 
与 原 集合 之 间 存 在 着 - -对 应 , 那么 它 就 是 无 穷 的 。 例 
如 12，4，6，8，…'} 是 集合 !1，2，3，4，5$，:……) 的 一 
个 子 集 , 并 且 它 们 之 间 存 在 着 一 一 对 应 。 在 狄 德 金 出 书 
两 年 后 的 1874 年 ， 康 托 尔 结婚 。 在 蜜月 旅行 中 ， 他 带 
SIONIS MESA. EXER T. 
金 。 在 同一 年 ， 康 托 尔 发 表 了 一 篇 具有 革命 性 的 文章 ，| 
他 同意 狄 德 金 无 穷 集合 的 定义 , 但 他 也 指出 不 是 所 有 的 
无 穷 性 都 是 一 样 的 。 

康 托 尔 的 研究 基于 这 样 的 实事 : 任何 可 以 与 自然 
数 集合 的 某 一 个 子 集 存在 着 一 一 对 应 关系 的 集合 都 是 可 
数 的 。 对 于 有 限 集合 来 说 这 是 显然 的 , 而 康 托 尔 把 可 数 
的 概念 扩展 到 无 穷 集 合 .所 有 自然 数组 成 的 集合 本 身 是 
可 数 无 穷 的 , 并 且 任何 与 其 一 一 对 应 的 无 穷 集 合 也 是 可 
数 无 穷 的 。 例如, 虽然 整数 是 向 正 负 两 个 方向 趋向 无 穷 
的 , 但 是 因为 我 们 可 以 对 整数 集合 重新 排列 , 使 其 成 为 
集合 {0，-1，1，-2，2，…}， 所 以 整数 集合 也 是 可 数 
无 穷 的 。 正 如 有 限 集合 都 有 一 个 基数 一 样 (集合 的 大 
小 )， 康 托 尔 对 每 个 无 穷 集 也 定义 了 势 。 如 果 两 个 无 穷 
集 之 间 存 在 着 一 一 对 应 , 则 它们 的 势 一 样 。 上 面 我 们 提 
到 有 理 数 集 是 一 个 稠密 集 ,而 整数 不 是 。 因 为 在 相 邻 整 
数 之 间 并 不 存在 其 他 整数 ， 如 在 1 和 2 之 间 没 有 其 他 整 
数 。 看 起 来 有 理 数 集合 的 势 要 比 整数 集合 的 势 大 。 然 
而 ，1873 年 , 康 托 尔 发 现 并 非 如 此 。 通 过 巧妙 地 排列 有 | 
Hin rmn one casn] 
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O BIRAR, 有 些 人 开始 考虑 数 的 所 有 无 穷 集合 
都 具有 相同 的 势 康 托 尔 利用 他 的 著名 的 对 角 线 法 证 明 
了 并 非 如 此 。 他 假设 在 0 和 1 之 间 的 实数 是 可 数 的 并 
且 能 够 按 着 顺序 给 出 并 表示 成 无 穷 小 数 。 例如 0.2 被 表 
示 成 0.1999 …。 然 后 ， 他 构造 了 一 个 这 样 的 数 ， 这 个 
数 与 第 一 个 实数 在 第 一 位 不 同 , 与 第 二 个 实数 在 第 二 位 
CORE, 以 此 类 推 , 这 是 -一 个 与 所 有 列 出 的 实数 都 不 相同 
的 数 。 这 与 所 有 0 和] 之 间 的 数 都 能 被 列 出 相 矛 盾 。 因 
此 实数 是 不 可 数 的 。 实 数 集 的 势 比 有 理 数 集 的 势 要 大 。 
另外 , 康 托 尔 还 证 明了 比 有 理 数 更 一 般 的 代数 数 的 集合 
的 势 与 自然 数 的 势 也 一 样 。 超 越 数 的 存在 使 实数 连续 。 
从 某 种 意义 上 来 讲 ， 几 乎 所 有 的 数 都 是 超越 数 。 
”以前 甚至 没有 人 有 意 地 去 研究 超越 数 。1851 年 , Xj 
维尔 证 明了 超越 数 的 存在 。 直 到 1882 年 我 们 的 老 朋友 
圆周 率 “n” 才 被 林 德 曼 * 证 明 是 超越 数 。 由 此 对 是 否 
oso ema. 能 用 圆规 直 尺 画 圆 为 方 这 -- 古 老 问题 给 出 了 否定 的 回 
BE CR mE RHI, RITA TREO ANTER. 
ü 1877 年 , 在 写 给 狄 德 金 的 一 封 信 中 , 康 托 尔 证 明了 
狄 德 金 的 猜想 : 任意 两 个 线段 中 的 点 所 组 成 的 集合 的 
势 相 同 。 因 此 ， 单 位 线段 与 整个 数 轴 具 有 相同 数目 的 
点 。 更 加 令 人 惊奇 的 是 , 康 托 尔 发 现 这 一 结果 与 维 数 无 
关 。 单 位 线段 与 单位 正方 形 或 单位 立方 体 等 都 具有 相同 
数目 的 点 .实质 上 单位 线段 与 整个 三 维 空间 具有 相同 数 
目的 点 。 在 信 中 康 托 尔 本 人 也 说 “我 发 现 了 这 一 结果 ， 
但 我 不 相信 它 ”。 不 幸 的 是 、 许 多 人 对 此 也 持 有 疑问 。 
1895 年 , 康 托 尔 提出 了 -一 类 全 新 的 数 。 即 所 谓 的 超 


限 基数 。 他 把 可 数 无 穷 记 为 0, 把 第 一 个 非 可 数 集 , 3: 
交集 ， 的 势 记 为 尽 1。 二 是 产生 了 一个 超 限 数 的 无 穷 序 - 
Pj, 每 一 个 超 限 数 都 是 由 前 一 个 集合 的 军 集 组 成 的 。 康 
托 尔 还 提出 尺 1 与 实数 集合 等 价 . 这 被 称 为 连续 统 假设 ， 
至 今 仍 景 而 未 解 。 | - 
尽管 做 出 了 如 此 突破 性 的 工作 , 但 是 康 托 尔 一 NET 
能 就 职 于 他 所 期 望 的 柏林 大 学 的 教授 的 职位 。 主 要 的 原 | iesse + 
亲 是 他 与 老师 克 罗 内 ?之 间 的 于 关系 . fem Torrent 
烈 地 反对 康 托 尔 所 创 的 数学 新 分 支 。 他 的 观点 是 : “上 x 
帝 创造 了 整数 ， 其 他 一 切 都 是 人 为 的 .” 当 1882 年 狄 德 | 
金 拒绝 到 哈雷 大 学 时 ， 康 托 尔 和 儿 德 金 的 友谊 一 度 中 
断 。 而 1887 年 当 两 人 在 一 个 国际 会 议 上 见面 时 又 重 归 ， 
于 好 。 猴 德 金 似乎 非常 满意 他 家 乡 的 环境 ,他 花费 了 大 
| 
x 
| 


部 分 时 间 编辑 整理 了 狄 利克 雷 、 他 的 老师 高 斯 以 及 他 最 ， 
敬佩 的 同龄 人 歼 曼 的 著作 。 康 托 尔 一 直 留 在 哈雷 大 学 。 
1884 年 , 他 得 了 精 伸 病 。 在 他 的 晚年 多 次 复发 。 他 退休 
后 马上 就 出 现 了 瓦 氏 反应 ， 并 于 1918 年 死 于 哈雷 的 精 | 
神 病院 。 然 而 , 康 托 尔 在 活着 的 时 候 就 看 到 了 他 的 思想 ， 
SUTRA, MITIS MEERE AO 
物 "，20 世 纪 早 期 的 数学 领袖 希 尔 伯 特 这 样 说 到 。 

他 还 说 到 ，' A ie aUa t 
赶 出 去 。 康 托 尔 的 工作 在 数学 的 许多 分 支 都 起 了 重要 
作用 , 包括 用 集合 测度 给 出 的 积分 理论 的 新 观点 , 这 也 ， 
是 康 托 尔 研究 的 出 发 点 。 在 这 一 积分 理论 的 观点 下 , 狄 | 
利克 雷 函 数 的 积分 得 到 解决 : 答案 是 B. 
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The story of mathematics 
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”这 一 等 式 是 高 斯 分 布 。 
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都 在 分 布 的 范围 内 ,其 
积分 等 于 上 
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数学 家 们 从 17 世纪 起 开始 研究 概率 论 。 但 对 排列 
己 组 合 的 研究 却 有 更 悠久 的 历史 。 印度 人 , 特别 是 公元 
前 300 年 左右 的 普 那 数学 家 开始 对 排列 与 组 合 显示 出 了 
极 大 兴趣 。 痊 那 数 学 家 是 出 于 宗教 的 原因 研究 排列 与 组 
合 的 , 而 后 来 的 数学 家 则 是 为 了 分 析 比 赛 的 几率 而 研究 
这 一 课题 的 , 即 预测 可 能 出 现 的 结果 及 建立 平等 的 游戏 
规则 。 由 于 概率 论 和 统计 学 交织 在 一 起 ,人 们 研究 出 同 
时 可 以 应 用 于 物理 世界 和 社会 科学 中 的 分 析 数 据 的 新 方 
法 , 尽管 研究 总 是 与 游戏 相关 联 。 启蒙 时 期 的 统计 学 被 
认为 是 指导 政府 确保 道德 平等 和 社会 平等 的 数学 方法 。 
音 那 教 起 源 于 印度 ， 与 佛教 基本 是 同一 时 期 的 产 
物 。 音 那 数学 文献 记载 了 公元 前 3 世纪 或 4 世纪 的 者 那 
数学 的 发 展 。 书 那 人 对 处 理 数 字 有 着 特殊 的 兴趣 , 并 且 
发 明了 表示 极 大 数 的 方法 .他 们 讨论 了 不 同类 型 的 极 大 
数 及 生成 这 些 数 的 方法 ,还 讨论 了 以 不 同形 式 来 组 合 非 


n BAM 
常 多 个 对 象 的 方法 .他们 利用 组 合 五 官 感觉 的 方法 来 研 | 
究 这 一 问题 。 在 喘 陀 梵文 文献 中 , 我 们 还 发 现 了 关于 排 | 
列 的 研究 , 这 些 研究 所 涉及 的 都 是 在 祈祷 及 诗 文中 组 织 
音节 的 排列 方法 。 9 世纪， 青 那 数学 家 大 雄 (Mahavira，， 
约 850 年) 拓展 了 这 一 研究 ， 给 出 了 现在 所 用 的 排列 与 ， 
组 合 的 规则 | 
排列 与 组 合 的 研究 现在 被 称 为 组 合 数学 。13 世纪 ， 
后 期 ， 加 索 隆 哲学 家 及 神秘 主义 者 勒 尔 (Ramon Lull, | 
1232 年 ~ 约 1316 年 ) 将 组 合 数学 应 用 于 字 宙 论 及 神秘 主 
So 但是， 他 的 著作 似乎 被 许多 数学 家 所 忽视 。 赌 博 推 
动 了 组 合 数学 的 发 展 ,但 丁 的 《神曲 》 论 及 了 冒险 游戏 。 | 
BABA T 34 MEC. — T AMET, 5 1 AR | 
子 上 的 点 数 的 和 。 在 13 世纪 由 假冒 奥 维 德 所 写 的 一 首 
诗 给 出 了 56 种 不 同 的 假 面 组 合 。 这 些 工 作 引 发 了 许多 ， 
关于 游戏 的 数学 规则 的 评论 。 这 一 主题 的 “史前 阶段 ” 
可 能 是 以 卡尔 达 诺 的 《 散 子 游戏 》 为 终止 标志 。 该 书 出 
版 于 卡尔 达 诺 死 后 的 1663 年 ， 但 它 写 于 100 年 前 ， 讨 | 
论 了 在 散 子 游戏 及 纸牌 游戏 中 如 何 合理 地 下 赌注 。 x 
帕斯卡 与 费 马 于 1654 年 的 通信 ， 使 概率 论 达到 了 | 
一 个 新 的 阶段 。 他 们 讨论 了 点 数 赌博 问题 。 这 一 问题 是 | 
赌博 的 两 人 之 间 在 游戏 过 程 中 如 何 下 注 的 问题 .这 一 问 | 
题 也 曾经 被 许多 意大利 文艺 复兴 时 期 的 数学 家 们 研究 | 
过 。 包 括 帕 乔 利 、 卡 尔 达 诺 及 塔 尔 塔 利 亚 。 但 没有 -一 个 
人 给 出 过 完整 的 解 。 费 马 提出 了 一个 方法 ,就 是 列 出 所 | 
有 可 能 结果 , 然后 对 每 个 结果 的 胜利 者 记 数 。 当 游戏 的 
局 数 增加 时 , 这 一 方法 的 计算 量 也 快速 增加 。 而 帕斯卡 | 
RETIRE. EEN GRENO A, M 
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斯 卡 前 明了 帕斯卡 三 角形 的 数字 与 所 需 组 合 间 的 关系 。 

帕斯卡 三 角形 的 每 一 行 给 出 相应 的 二 项 式 展开 的 系 
数 .例如 第 三 行 给 出 了 数 1,3,3,1 ,它们 是 (a + b) 
=a3+33a2b+3apb:+pb; 的 系数 ,第 二 个 数 3 是 指 aib 有 3 种 
组 合 ， 即 aab，aba，bba 三 种 情况 。 因 此 ， 利 用 帕斯卡 
三 角形 的 适当 行 , 帕斯卡 可 以 快速 地 决定 赌注 的 分 配 问 
题 。 如 果 玩 家 A 需要 左 两 局 ， 而 玩家 B 需 要 万 三 局 ， 那 
么 两 个 人 一 定 在 四 局 内 决 出 胜 负 ， 通 过 帕斯卡 三 角形 
中 的 第 四 行 的 数 1，4，6，4，1， 赌 注 应 该 以 (1+4+6) : 

(4+1) 或 11 :5 的 比例 分 配 。 

这 样 的 问题 通 第 是 用 比 的 形式 来 讨论 的 , 而 不 是 用 
概率 的 形式 。 取 之 于 0 与 1 之 间 的 概率 的 最 早 理论 研究 
出 自 于 伯 努 利 的 《 猿 度 术 》。 该 书 出 版 于 伯 努 利 死 后 的 
1713 年 。 伯 努 利 还 指出 可 以 通过 观察 发 生 次 数 来 评估 
概率 , 并 寻求 建立 获得 高 可 信和 度 评 估 概 率 所 需 的 试验 次 
数 的 上 限 。 不 幸 的 是 ,为 了 满足 这 样 苛刻 的 条 件 ， 需 要 
做 大 量 的 试验 。 例 如 确定 盒子 里 颜色 球 的 比 , 如 果 可 信 
度 为 0.999 的 话 ， 那 么 需要 做 235$00 次 实验 。 计 算 实 验 
次 数 的 过 程 被 德 : 英 维 热 改 进 , 他 以 二 项 式 展开 的 极限 
的 形式 给 出 了 正 态 分 布 ,并 且 给 出 了 用 实验 值 逼 近 真 概 
率 时 ， 所 需 的 更 加 合理 的 实验 次 数 的 上 限 。 德 . 莫 维 热 
出 版 了 《年 金 》 一 书 的 各 种 版 本 。 在 书 中 ， 他 把 上 述 发 
现 应 用 于 养老 金价 格 及 生命 保险 政策 上 ,将 概率 方法 运 
用 于 人 口 统 计 的 推动 力 , 则 是 来 自 于 不 同 的 方向 。 在 这 
里 我 们 再 次 把 视线 转向 星空 。 

试图 寻找 精确 的 行星 轨道 的 天 文学 家 们 需要 依靠 大 
量 的 观测 ， 而 这 些 观 测 的 每 一 个 都 容易 有 误差 。 因 而 ， 
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每 一 次 测量 都 会 给 出 行星 略 有 不 同 的 轨道 方程 式 , 而 且 | 
不 清楚 用 什么 样 的 方法 来 确保 从 给 定 的 数据 集合 中 计算 ， 
出 最 精确 的 行星 轨道 . 开 普 勒 和 伽利略 两 人 致力 于 这 一 ， 
问题 的 研究 .解决 这 一 问题 的 根本 思想 是 寻找 总 体 误差 | 


i 


最 小 的 曲线 。1805 年 ， 在 《确定 行星 轨道 的 新 方法 》-- ， 
文中 ， 勒 让 德 阐述 了 用 最 小 二 乘法 给 出 这 一 曲线 的 方 
法 。1809 年 ,高 斯 发 表 了 《天 体 沿 贺 锥 曲线 绕 晶 运行 运 
动 理论 》 一 文 ， 在 文中 他 声明 从 1795 年 他 就 开始 使 用 | 
了 最 小 二 乘法 , 从 而 引发 了 高 斯 与 勒 让 德 谁 是 最 先 发 现 | 
二 乘法 的 争论 。 高 斯 似乎 在 1801 年 使 用 了 这 样 一 个 方 
法 来 计算 新 发 现 的 小 行星 谷 神明 的 轨道 ,在 计算 这 一 轨 - 
道 时 , 他 仅仅 使 用 了 当年 早 些 时 候 所 作 的 不 完整 的 观测 ， 
数据 。 他 还 指出 了 误差 分 布 是 高 斯 分 布 ， 也 称 正 态 分 ， 
iti. 高 斯 推广 了 德 . 英 维 热 的 早期 的 研究 成 果 。 高 斯 依 ， 
据 的 是 , 高 斯 分 布 使 平均 观察 更 接近 于 真实 。 拉 普 拉 斯 
得 到 了 更 强 的 关系 :不管 每 个 测量 的 误差 分 布 是 什么 
FER, 它们 的 平均 分 布 都 趋向 于 正 态 分 布 。 他 还 证 明了 ， 
勒 让 德 的 最 小 二 乘法 也 趋向 于 正 态 分 布 . 天 文学 家 们 很 ， 
快 就 意识 到 这 一 方法 的 有 效 性 特别 是 正如 人 们 所 知道 
的 那样 , 天 文 观测 中 的 误差 是 固有 的 , 它 不 仅仅 是 由 仪 
器 的 局 限 性 引起 的 , 同时 也 与 当 星光 穿 过 不 稳定 的 大 气 | 
图 时 所 产生 的 失真 有 关 。 1812 年 , 拉 普 拉 斯 发 表 了 他 的 | 
著名 论文 《分 析 概 率 》， 该 论文 综合 了 当时 所 有 概率 论 | 
的 发 展 ， 在 未 来 的 20 年 ~ 30 年 中 、 该 论文 是 概率 论 的 | 


主要 教科 书 。 x 
在 社会 环境 中 ， 概 率 论 被 看 成 是 理性 行为 的 计算 。 


| 
1814 年 ， 拉 普 拉 斯 谈 到 ,概率 论 是 计算 见识 力 的 科学 。 


| 启蒙 运动 时 期 的 数学 家 们 认为 开明 的 人 采取 理性 的 行 
为 ,而 概率 可 以 向 大 众 提供 一 个 可 计量 的 尺度 , 利用 这 
一 尺度 , 人 们 至 少 可 以 效仿 优秀 的 人 的 见识 。 概率 论 的 
| 目标 是 为 人 类 行为 制定 一 个 普遍 的 标准 ,关于 博弈 的 研 
究 仅仅 是 为 了 寻找 在 不 确定 的 环境 下 作 理 性 判断 的 工 
具 。 例如 , 拉 普 拉 斯 等 人 将 概率 运用 于 陪审 团 人 数 的 问 
题 上 。 然而 , 另外 一 些 思想 家 不 完全 同意 法 国 大 革命 的 
CAN BERAS RPE XO. 2990. 斯图尔特 - 称 勒 ?认为 : 判断 
meee cos | 力 应 该 建立 在 观察 和 实验 之 上 , 而 不 应 该 是 建立 在 纯 概 
kanantan | 率 的 假设 之 上 。 
RMR | 阿 道 尔 夫 : 凯 特 尔 是 比利时 数学 家 和 天 文学 家 。 他 
“把 从 天 文学 发 展 起 来 的 统计 学 和 人 口 普查 联系 起 来 , 正 
态 分 布 的 思想 来 自 于 “平均 人 "的 思想 。 正 如 对 星球 的 
不 准确 的 观测 值 总 是 围绕 着 它 的 真实 值 一 样 , 人 的 特征 
值 也 是 围 着 平均 人 的 数据 分 布 的 。 因 此 , 与 这 一 理论 标 
准 值 的 偏差 程度 被 视 为 一 种 误差 ,他 认为 收集 和 分 析 人 
口 数据 是 政府 职能 之 一 , 从 而 使 社会 学 家 可 以 像 物理 学 
家 揭示 物理 规律 一 样 揭示 社会 规律 。 他 试图 证 实 , 虽然 
出 生 率 . 死亡 率 、 犯罪 率 和 结婚 率 等 数值 可 能 因 国家 不 
同 而 异 , 但 是 , 从 整体 上 看 , 这 些 数据 每 年 都 保持 平稳 
| 从 而 验证 每 个 社会 实体 都 具有 稳定 的 但 又 不 相同 的 社会 
现象 
从 17 世 纪 起 ， 人 们 开始 收集 上 述 关于 社会 实体 的 
ons Bano 数据 。1662 年 ， 约 输 . 格 朗 特 ?发 表 了 论文 《从 自然 和 
seter soe | 政治 方面 观察 死亡 登记 表 》， 该 论文 基于 对 伦敦 死亡 率 
$008 ^ — | 的 统计 分 析 。 每 周 发 表 的 伦敦 死亡 率 报表 的 目的 是 预告 
各 种 癌 疫 的 流行 趋势 , 从 而 适时 给 人 们 以 警告 , 逃离 城 
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市 。1693 年 , 天 文学 家 哈雷 发 表 了 基于 布 莱 斯 劳 的 死亡 | 

率 报告 的 统计 表 。 这 些 数 据 比 格 明 特 更 加 精确 。 哈雷 还 

成 功 地 指出 ， 当 时 

的 政府 过 于 便宜 地 RRL Lith REAR” ANHEL FE 

HË SABER. 税 序 的 类 妙 形态 那样 能 如 此 注 必 人 的 想像 力 的 茶 西 。 

数理 统计 可 以 看 成 ”如 架 带 及 人 知 谱 设 一 法 则 有 的话， 他们 将 会 翅 这 一 法 

是 19 世纪 末期 天 MAB, HL. ih EAIBLEqAIST. CB 
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保险 统计 员 数 据 收 CME 8 3, CLABEMALEN. RE 
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mm UO 

(Francis Galton, 1822 4F ~ 1911 年 ) 是 达尔 文 的 堂 弟 ， 

他 将 统计 方法 运用 于 分 析 人 口 统计 数据 和 遗传 特性 。 优 

生 学 的 主要 目的 是 通过 有 选择 的 繁殖 来 改善 人 类 素质 。 

统计 学 为 进化 过 程 提供 了 可 量化 的 工具 。 高 尔 顿 从 达尔 

文 的 进化 论 中 领悟 出 , 需要 分 析 的 是 生物 进化 本 身 而 不 

是 它 与 理想 值 之 间 的 偏差 , 高 尔 顿 把 正 态 分 布 作 为 偏差 

的 计量 标准 而 不 是 “误差 曲线 ”。 


高 尔 顿 引进 了 有 关 衰退 与 相关 性 的 概念 ,衰退 的 统 
计 学 概念 得 自 于 对 路 豆 的 研究 ,高 尔 顿 将 大 量 的 种 子 根 
据 种 子 的 大 小 分 成 七 组 .种植 后 的 第 二 代 种 子 大 小 有 的 
与 其 双亲 相同 , 有 的 则 不 同 。 所 有 种 子 的 平均 大 小 是 一 
个 常数 ,但 是 每 个 组 的 平均 大 小 偏离 了 其 双亲 的 大 小 而 
趋 近 于 总 体 的 平均 值 。 因而 , 每 个 组 的 平均 数 向 总 体 平 
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均值 “衰退 ”。1885 ^F. fS RUE SRIRAM, FF 
于 1889 年 提出 了 与 衰退 相关 的 相关 性 的 概念 。 通 过 运 
当 放 大 两 个 相关 的 变量 并 在 图 上 标 出 它们 的 值 ,高 尔 屯 
发 现 了 一 个 可 以 用 来 表示 两 个 变量 间 的 关系 指数 的 标 
量 。 这 一 相关 系数 取 值 于 -1 和 1 之 间 。 1 表示 绝对 正面 
的 相关 性 ，-1 表示 绝对 负面 相关 性 。 相 关系 数 临 近 零 
时 , 表示 变量 间 没有 关联 。 相关 系数 本 身 并 不 能 证 明 变 
量 间 的 因果 关系 , 但 是 可 以 调整 以 后 的 实验 来 发 现 变量 
间 的 因果 关系 。 

高 尔 顿 研究 的 是 连续 变异 的 遗传 性 , 而 孟 德 尔 研 究 
的 则 是 离散 变异 的 遗传 性 。 两 人 并 不 知道 对 方 的 研究 。 
志 德 尔 是 一 位 数学 家 和 物理 学 家 。 在 1865 年 的 一 篇 论 
文中 , 和 孟 德尔 提出 了 基因 的 存在 。 后 来 ,他 的 这 篇 论文 
在 1900 年 再 次 成 为 生物 学 家 们 的 话题 。 他 的 基因 存在 
的 观点 引起 了 许多 的 争议 ,达尔 文 的 进化 论 的 忠实 拥护 
者 们 强烈 反对 这 一 基因 的 概念 ,皮尔 孙 认 为 基因 的 思想 
过 于 超自然 , 而 且 认 为 离散 的 个 体 无 法 显示 出 连续 的 特 
性 。 直 到 1918 年 费 希 尔 提 出 了 “只 要 有 足够 多 的 基因 ， 
乔 德 尔 模 型 就 会 产生 生物 学 所 研究 的 相关 性 ”的 观点 之 
后 ， 这 一 问题 才 得 到 解决 。 这 与 离散 的 二 项 式 分 布 相 
似 : 随 着 实验 次 数 增加 它 趋向 于 正 态 分 布 。 

关于 基因 的 哲学 争论 不 是 本 书 的 范畴 。 但 是 我 们 应 
该 强调 统计 学 并 不 是 作为 数学 的 一 个 独立 的 分 支 而 发 展 
起 来 的 . 它 的 发 展 及 相关 的 分 析 工 具 与 社会 所 关注 的 问 
题 紧密 相关 .高 尔 顿 晚年 在 伦敦 大 学 设置 了 优生 学 教授 
的 职位 (现在 称 为 人 类 遗传 学 )。 该 职位 的 第 一 位 获得 
者 是 诺尔 孙 (Karl Pearson, 1857 年 ~ 1936 年 ), 第 二 位 


获得 者 是 费 希 尔 (Ronald Aylmer Fisher, 1890 ~ 1962 
年 )。1901 年 皮尔 孙 和 高 尔 顿 创办 了 《生物 统计 学 》 杂 
志 。 该 杂志 成 了 当时 著名 统计 学 杂志 。 该 杂志 不 仅 刊 登 
了 高 尔 顿 的 退化 和 相关 性 的 理论 , 也 刊登 了 皮尔 孙 的 在 
1900 年 开发 出 来 的 四 分 位 检验 法 。 这 一 检验 法 解决 了 
评估 理论 上 的 分 布 与 实验 数据 是 否 吻合 的 问题 。1908 
^F, 在 吉 尼 斯 酿酒 三 工作 的 生物 学 家 戈 塞 特 导 入 了 小 样 
本 的 t+ 分 布 。 他 用 笔名 amat 
末 ， 所 以 t 检 验 有 时 被 称 为 “学 生 检验 ”。 费 希 尔 推 广 了 
肥 尔 孙 的 许多 研究 。 费 希 尔 导 入 了 方差 分 析 。 个 
在 实验 中 检验 数据 重要 性 的 有 力 工具 。 这 一 分 析 方 法 初 
期 被 用 于 在 农业 中 检验 肥料 效力 等 的 随机 实验 中 。 这 一 x 
方法 的 关键 是 在 数学 上 把 效用 从 偏差 中 分 离 出 来 。 如 果 x 
实验 揭示 了 真实 的 效用 , 那么 这 dimit 
对 于 误差 的 强度 。 
M 19 Ha 20 4E (ES, 数学 家 们 开始 把 统计 学 作为 ， | 
一 个 正式 的 研究 对 象 , 这 使 统计 学 成 为 更 严格 、 更 精确 
的 方法 。 费 希 尔 的 实验 设计 和 方差 分 析 的 思想 是 :他 的 | 
《实验 设计 》(1936 年 ) 中 最 杰出 的 部 分 , 对 英国 和 美国 | 
产生 了 极 大 的 影响 。 这 些 思想 从 根本 上 改变 了 在 实验 室 ， 
环境 下 无 法 再 现 的 科学 实验 的 常规 。 
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a 国际 象棋 可 能 是 世界 
上 最 普及 的 策略 游 
或。 福布斯 DET: 
f: 尽管 非常 复杂 . 
际 象棋 存在 最 佳 策 
路 。 这 样 的 策略 的 发 
现 会 使 国际 象棋 同 O 〇 
x 游戏 一 样 变 得 毫 天 
价值 。 
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人 们 总 是 喜欢 玩 游戏 , 并 为 之 疯狂 。 大 部 分 游戏 既 
需要 技巧 又 需要 运气 。 经 历 了 命运 兴衰 之 后 , 一 个 真正 
的 游戏 玩家 能 够 在 很 多 的 游戏 中 保持 冷静 、 思 虑 周全 。 
然而 ， 有 一 些 游戏 不 能 仅 赁 运气 来 玩 ， 在 这 里 ， 既 没有 
货 子 可 掷 ， 又 没有 平局 的 幸运 。 这 些 游 戏 完 全 要 依赖 于 
策略 才能 取胜 .关于 这 样 的 游戏 的 研究 就 是 对 策 论 的 研 
究 课 题 . 还 有 一 些 游戏 简直 就 是 生 与 死 的 较量 。 在 模拟 
战争 中 ， 由 于 战术 失误 的 代价 较 低 ， 因 此 ， 军 事 战 略 家 
们 总 是 利用 军事 策略 游戏 来 改进 他 们 的 战术 设计 技术 。 
把 国际 象棋 和 围棋 看 成 是 理想 的 战争 游戏 也 许 并 非 偶 
然 , 把 游戏 理论 首次 运用 于 分 析 一 种 新 型 战争 一 一 第 二 
次 世界 大 战 也 并 不 奇怪 。 

在 9 世纪 普鲁士 人 发 明了 一 种 做 “ 兵 棋 (Kriegspiel) 
的 成 争 游戏 。 这 是 一 种 纯 战 术 棋 类 游戏 , 而 且 该 游戏 变 
得 越 来 越 真 实 。 在 游戏 中 , 裁判 员 根 据 实际 战争 中 所 获 


得 的 数据 进行 胜 负 的 裁决 .普鲁士 的 军队 在 军事 上 的 成 
功 很 大 程度 上 依赖 于 从 这 一 游戏 中 获得 的 成 术 素 养 . 远 
到 美国 和 日 本 , 许多 国家 都 开始 研究 战争 游戏 。 在 第 一 
次 世界 大 战 中, 德国 的 失败 打 坡 了 游戏 的 神话 。 LACAN 
及 运输 系统 的 高 速 发 展 意味 着 需要 修改 整个 军事 策略 的 
基础 。 因此 ， 一 方面 , 军事 需要 数学 家 和 科学 家 来 发 展 
装备 , 另 一 方面 也 需要 他 们 给 以 策略 上 的 指导 。 至 今 为 
IE, 在 军事 历史 上 ， 这些 策略 是 将 军 们 的 工作 。 第 二 次 
世界 大 战 后 ， 两 个 拥有 破坏 性 武器 的 超级 大 国 的 存在 ， 
从 根本 上 改变 了 战争 规则 。 带 有 骑兵 和 炮兵 的 棋 类 游戏 ， 
已 经 变 得 陈腐 了 。 | 
但 人 们 坚持 用 数学 方法 来 分 析 策 略 游戏 , 以 得 到 有 | 
实用 价值 的 理论 。 波 莱 尔 (Emil Borel, 1871 年 ~ 1956 
E) 是 法 国 数学 家 和 20 年 代 的 法 国 海军 部 长 。 他 在 《对 
策 论 》 一 书 中 分 析 了 纸牌 游戏 中 的 斗智 问题 , 并 分 析 了 
对 策 论 在 经 济 和 政治 中 的 应 用 .在 普林斯顿 大 学 的 匈 牙 
利 数学 家 汉 诺 依 曼 以 及 同 校 的 奥地利 经 济 学 家 摩根 斯 顿 - 
合 写 的 经 典 著作 《对 策 论 与 经 济 行为 》 中 ， 我们 可 以 看 | 
到 波 莱 尔 的 影响 ,他们 把 对 策 论 作为 经 济 内 部 结构 的 可 ， 
TRA, 虽然 这 一 新 理论 在 早期 与 军事 的 关系 更 大 , 但 | 
是 经 济 学 家 们 还 是 逐渐 接受 了 它 。 x 
fk (Janos von Neumann, 1903 年 1957 x 
E) 出 生 于 匈牙利 的 布达佩斯 , 自 小 就 显示 出 计算 的 才 
能 。1921 年 , 他 进入 了 布达佩斯 大 学 , 尽管 他 一 次 课 也 | 
没有 上 过 ， 但 仍 于 1926 年 以 对 策 论 的 论文 而 获得 博士 Lor ETT ss 
学 位 。 在 柏林 和 苏黎世 期 间 , 他 没有 按照 他 父亲 为 他 选 SER ees 
定 的 科目 学 习 化 学 ， 而 是 继续 向 外 尔 *、 波 依 亚 等 数学 S eae es 


家 学 习 数 学 ， 后 来 在 格 丁 根 ， 又 向 希 尔 伯 特 学 习 数 学 。 
1930 年 ， 他 来 到 普林斯顿 ，1933 年 成 为 新 建立 的 普 林 
斯 顿 高 等 学 院 首 批 5 位 终身 教授 之 一 ,从 此 就 一 直 在 那 
里 工作 ,纳粹 当权 时 ,他 辞去 了 在 德国 的 职位 ,并 决定 
移居 美国 。 他 并 不 是 作为 难民 逃亡 美国 的 ,而 是 他 认为 
那里 有 更 多 的 机 会 。1940 年 起 , 他 担任 了 军事 事务 中 的 
各 个 领域 的 顾问 。 在 洛斯 阿拉 莫 斯 ， 为 制造 原子 弹 ， 他 
研究 了 量子 技术 。 1955 年 , 他 担任 了 美国 原子 能 委员 会 
委员 ,在 谈 到 苏黎世 时 期 的 冯 诺 依 曼 时 , 波 伊 亚 说 :“ 他 
是 我 惟一 县 恨 的 学 生 。 当 我 在 课 上 讲 一 个 未 解决 的 问题 
时 , 他 经 常 是 在 下 课 后 就 在 一 张 纸 片上 用 濠 草 的 字 给 出 
完整 的 解答 。 1957 年 ， 汉 诺 依 曼 死 于 癌症 ， 他 的 朋友 
们 讲述 到 ， 他 为 自己 不 能 继续 进行 研究 工作 而 感到 绝 
tB. 他 最 著名 的 工作 是 关于 对 策 论 、 量 了 力学 及 计算 机 
理论 的 研究 。 

最 单纯 的 游戏 是 两 人 双 策略 零 和 游戏 。 在 此 游戏 
中 , 两 个 非常 理智 的 玩家 都 企图 战胜 对 方 , 在 游戏 中 总 
分 是 零 , 一 个 人 赢 的 分 数 就 是 对 方 失去 的 分 数 。 一 个 最 
有 趣 的 例子 是 分 蛋糕 的 游戏 , 这 是 两 个 孩子 分 蛋糕 时 经 
常 出 现 的 场面 .怎样 分 才能 使 得 孩子 们 感觉 不 到 对 方 的 
蛋糕 比 自己 的 大 呢 ? 这 一 游戏 的 解 分 为 两 个 步 又: 一 
个 孩子 先 把 蛋糕 切 成 两 半 ， 然 后 由 另 一 个 孩子 挑选 蛋 
É. 每 个 孩子 都 喜欢 要 大 的 那 块 。 在 每 一 个 孩子 都 认为 
对 方 是 贪 禁 的 这 一 合理 假设 下 , 存在 最 佳 解 。 第 一 个 孩 
子 必 须 用 最 公正 的 方法 切 蛋糕, 否则 如 果 其 中 有 一 块 大 
得 很 多 ,那么 毫 无 疑问 第 一 个 孩子 一 定 会 选择 大 的 那 一 
块 .这 一 被 冯 诺 依 曙 称 为 极 小 极 大 理论 阐述 了 在 上 述 合 
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理 的 假设 下 , 存在 两 个 玩家 都 满意 的 最 佳 解 。 极 小 极 大 | 
理论 被 推广 到 有 更 多 玩家 的 情况 ， 随 着 玩家 人 数 的 增 
加 , 求 最 佳 解 的 过 程 越 来 越 复杂 。 多 数 讨论 游戏 的 书 中 
都 给 每 位 玩家 准备 一 张 表 ; 随 着 玩家 的 增多 这 些 表 变 
得 越 来 越 大 ， 需 要 很 大 的 矩阵 来 进行 计算 。 

20 地 纪 40 年 代 ， 纳 什 把 汉 庶 依 曼 的 理论 推广 到 了 
非 零 和 游戏 中 。 这 一 游戏 的 一 个 例子 就 是 股票 市 场 。 炒 
股 的 人 中 有 赢 的 , 也 有 输 的 。 但 是 钱 的 总 数 是 随 着 股票 
市 场 资本 的 增加 而 变化 纳什 发 现 非 零 和 游戏 也 有 一 个 
“均衡 ”的 解 。 纳 什 于 1928 年 出 生 于 西 维 吉 尼 亚 ， 毕 业 
于 卡耐基 技术 学 院 ， 并 于 1950 年 以 论文 《关于 非 零 和 
游戏 》 获 得 博士 学 位 。 他 在 读 博 土 期 间 写 的 一 篇 论文 使 
他 在 很 久 以 后 的 1994 年 获得 了 诺 贝尔 经 济 学 奖 。 从 
1951 年 起 , 他 执教 于 麻 省 理工 大 学 , 也 就 是 在 这 里 ,他 
在 黎 曼 几何 和 欧 氏 空间 领域 做 出 了 突破 性 的 工作 。1959 
年 , 这 位 最 有 希望 的 年 轻 科学 家 得 了 精神 分 裂 症 。1996 
年 在 世界 精神 病 学 会 上 ， 他 讲述 了 70 年 代 他 的 经 历 和 
康复 过 程 。 他 继续 做 了 许多 出 色 的 工作 , 甚至 他 在 住院 | 
期 间 也 没有 停止 对 几何 学 、 拓 扑 学 和 微分 方程 以 及 几何 | 
空间 等 领域 的 研究 。 x 

纳什 的 研究 表明 , 在 许多 情况 下 , 最 佳 解 并 不 是 产 | 
生 于 那些 显而易见 的 行为 路 线 中 。 所 谓 的 “囚犯 的 难 | 
题 " 这 一 著名 的 例子 就 说 明了 这 一 点 。 这 个 例子 是 德 累 | 
瑟 设 计 而 由 塔 柯 在 给 精神 科学 生 讲课 时 解释 的 。 经 过 复 
Wk, 它 已 经 有 些 变动 , 但 是 塔 柯 所 解释 的 原型 是 : 有 两 
个 犯人 被 拘留 , 并 且 分 别 关押 在 不 同 的 房间 ; 如 果 其 中 
的 一 个 人 坦白 了 , 则 他 将 受到 奖赏 而 另 一 个 人 则 要 受到 
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(1994) 的 起 始 位 置 。| 
图 中 的 产权 生物 袖 人 和 
在 游戏 中 这 些 生物 和 争 : 
FRET HR | — 
An, RRR | 
的 进化 论 : 在 游戏 中 ，| ME 
ARB, RR | à 

给 定 的 任务 。 


惩罚 :如果 两 个 人 都 坦白 了 ， 则 他 们 两 个 人 都 要 被 人 
Ts 如 果 他 们 都 不 坦白 , 则 他 们 将 被 释放 。 如 此 进退 两 
难 的 选择 的 最 佳 选择 是 : 这 两 个 人 都 保持 沉默 , 从 而 两 
个 人 都 将 被 释放 , 但 两 人 都 有 这 样 的 担心 如 果 另 一 个 
| 人 坦白 了 的 话 自己 将 会 被 惩罚 .这 一 担心 可 能 导致 两 个 
| 人 都 坦白 , 结果 使 这 两 个 人 都 受到 惩罚 。 这 一 游戏 策略 
和 设想 被 用 于 军事 、 商业 和 个 人 之 间 的 谈判 领域 . 实践 
发 现 , 人 们 对 最 佳 解 具 有 敏锐 的 意识 , 而 - -个 偶然 的 失 
| 误 将 导致 对 方 的 反击 , 这 就 是 被 称 为 对 峙 (titfortat) 的 战 
| 在 一 些 游戏 当中 存在 着 非常 完美 的 对 策 , 一 旦 , 这 
一 完美 的 对 策 被 发 现 ， 则 这 一 游戏 也 随即 变 得 毫 无 从 
| 值 。 例如 O x 游戏 就 是 一 个 在 孩子 们 中 流行 的 游戏 , 但 
| 是 这 一 游戏 的 要 点 一 旦 被 孩子 们 掌握 , 每 个 玩 者 都 变 得 
| 聪明 起 来 , 因此 每 一 局 都 会 打 成 平 手 , 这 样 孩子 们 对 游 
| 戏 的 兴趣 就 会 减退 。 纳什 证 明了 , 即使 是 国际 象棋 也 有 
一 个 最 佳 策略 。 但 由 于 国际 象棋 太 复杂 , 致使 这 一 最 侍 
策略 仍 没有 被 发 现 , 甚至 对 最 佳 策略 将 是 平局 还 是 白 方 
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胜 也 不 清楚 。 如果 一 个 最 佳 策略 被 发 现 , 那么 国际 象棋 
就 会 像 〇 x 游戏 一 样 变 得 毫 无 价值 .对 付 核 战争 是 否 有 
最 佳 策略 呢 ? 在 短暂 的 若干 年 里 , 美国 是 惟一 拥有 核武 
器 的 国家 。 由 于 害怕 苏联 也 将 建立 核武 器 装备 , 一 些 发 
明 家 , WKS, 甚至 是 罗素 也 倡导 立即 对 苏联 进行 
核 攻击 。 然而 这 一 提议 没 能 实施 , 而 政策 不 久 就 倾向 于 
建立 MAD。 这 些 策 略 大 多 来 自 于 秘密 智 大 团 RAND。 

利用 第 一 次 世界 大 战 后 剩余 的 防卫 资金 ， 智 囊 团 
RAND T 1945 年 成 立 。 开 始 时 ， 它 是 道格拉斯 飞行 航 
空 计划 的 一 部 分 ， 于 1948 年 正式 成 为 从 军队 和 商业 部 
门 筹 集资 金 的 非 赢 利 组 织 机 构 ， 这 就 是 智囊 团 的 原型 。 
它 的 智囊 致力 于 “ 想 不 可 想 的 问题 RANDEN "Br 
3x 5 RRB” (research and development)。 它 的 主要 研 
究 就 是 在 核 世 界 中 制定 国家 的 策略 。 我 们 提 到 的 40 年 
代 到 50 年 代 的 所 有 美国 数学 家 当年 都 曾经 在 RAND 工 
作 过 。 纳什 向 他 们 介绍 了 许多 游戏 ,包括 兵 棋 。 他 们 仔 
细 地 研究 了 军事 行动 的 细节 部 署 , 并 且 安 装 了 自动 防范 
RRM BONG. API MIL Baa 


每 一 代 最 成 功 的 生物 
生存 下 来 。 并 进 天 二 
ARH. ARS. š 
过 变 措 .再 结合 形成 新 
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ATEM BUE Ed 
生物 体会 自动 “发 明 ” 
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加 , 所 以 对 峙 的 策略 似乎 是 不 可 取 的 核 游戏 是 一 种 只 


能 玩 一 次 的 游戏 .长 期 的 霸权 政治 给 人 们 市 来 极 生 的 影 


唤 。 智 豆 们 的 答案 就 是 :双方 都 不 可 能 放弃 核武 器 。 


RAND 的 运作 更 像 是 - :所 大 学 而 不 像 是 个 军事 机 


构 。 它 给 智 喜 团 成 员 保持 自己 生活 习惯 的 自由 。 办 公 打 
x 24 小 时 开放 。RAND 出 版 了 许多 著作 。 其 中 在 1954 年 
威廉 姆 斯 出 版 了 名 著 《 资 深 策略 家 》， 他 把 对 策 论 运用 
于 非 军 事 领域 ， 其 中 也 插入 了 一 些 黑色 幽默 。 由 于 
 RAND 的 成 功 , 引发 了 大 量 的 智 豆 团 的 成 立 , 但 是 没有 
一 个 拥有 如 此 庞大 的 数学 家 阵容 。 


在 这 样 的 策略 游戏 中 ， 所 使 用 的 术语 是 合作 与 竞 


争 。 由 于 对 策 论 把 人 看 成 是 完全 利 已 的 .因此 后 来 受 
到 了 人 们 的 批判 。 但 是 研究 表明 现实 生活 中 的 人 们 确 
实 注重 他 们 的 相对 优势 在 零 和 游戏 中 平局 意味 着 双方 
优 劣 没有 变化 。 但 是 在 像 股票 市 场 这 样 的 非 零 和 游戏 
中, 输赢 是 相对 的 。 玩 家 更 注重 的 是 自己 赢得 更 多 , 而 
| 不 是 攻击 对 方 。 因 此 ， 当 双方 都 能 在 交易 中 获 利 时 ， 双 
方 就 会 进行 合作 ,虽然 对 策 论 在 它 的 初期 发 展 得 比较 绥 
慢 ， 但 现在 它 是 市 场 经 济 分 析 的 主要 工具 。 最近, 它 又 
被 用 于 公共 设施 . 经 营 牌 照 拍卖 的 思想 分 析 中 。 分 析 使 
得 政府 在 牌照 拍卖 中 获得 更 多 税收 , 同时 扩大 市 场 的 发 
展 。 整 个 宏观 市 场 在 竞争 和 合作 中 发 展 一 一 这 是 一 个 对 
策 论 的 世界 。 
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三 ,一 个 男人 A 一 个 女人 (B) 和 一 个 提问 者 (C), dE 
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的 和 
20 世纪 是 物理 、 生 物 和 人 类 科学 等 各 个 领域 科学 
发 现 和 技术 进步 的 大 爆炸 时 期 . 在 思想 启蒙 时 期 , 人们 
相信 已 积累 起 来 的 知识 给 予 我 们 以 征服 自然 的 无 穷 力量 
和 挣脱 现实 世界 束缚 的 能 力 。 而 艺术 对 这 一 时 期 的 发 展 
DUCERE | 的 反应 却 并 不 总 是 正面 的 。 威 廉 ' 布莱克 ?对 牛顿 的 机 
DINAR ns 械 宇 宙 论 的 否定 就 是 一 个 例证 。20 世 纪 早 期, 相对论 和 和 
eus. menne | 量子 力学 使 我 们 的 宇宙 观 发 生 了 根本 的 变化 , 同时 宇宙 
OG 又 变 得 神秘 莫 测 起 来 。 然 而 , 在 两 次 世界 大 战 中 ,科学 
和 政治 的 发 展 相互 抵 钴 ,的 确 有 很 多 理由 需要 我 们 重新 
审视 人 类 在 宇宙 中 的 位 置 .期 望 在 将 来 我 们 的 智慧 和 其 
他 知识 能 够 同步 发 展 。 
| ”我 已 经 在 其 他 章节 中 考查 了 数学 在 人 类 发 展 中 的 作 
| 用。 下 面 我 将 集中 精力 考查 一 下 数学 以 及 数学 和 物理 的 
结合 对 大 众 文化 和 艺术 的 影响 艺术 是 对 哲学 思想 的 变 
| 迁 和 艺术 家 们 对 多 变 的 技术 环境 的 反应 的 最 直接 的 表现 


l 


6 


O KANAI 数学 的 故事 


形式 。 可 以 肯定 , 数学 并 不 是 对 所 有 文化 运动 都 产生 着 x 
关键 性 的 影响 . 但 是 , 考查 数学 充当 了 惟一 的 且 重 要 的 
角色 的 那些 文化 领域 , 是 非常 有 意思 的 。 将 数学 术语 恰 
当地 运用 于 艺术 表现 的 事实 说 明 : 艺术 家 们 开始 使 用 
数学 的 语言 和 思想 , 并 将 其 贯穿 于 五 彩 缤纷 的 艺术 生活 
之 中 。 

许多 新 兴 的 艺术 运动 发 生 于 20 世纪 开始 的 前 20 
年 ， 它 接受 了 数学 家 们 研究 出 的 几何 语言 和 几何 思想 。 
油画 和 由 刻 都 非常 自然 地 表现 了 二 维和 三 维 空间 中 的 艺 
术 形 象 。 但 是 , 现 有 的 几何 学 知识 对 展示 人 类 和 世界 的 
全 貌 存在 着 一 定 的 局 限 性 ,新 几何 能 对 新 兴 的 艺术 形式 
产生 怎样 的 影响 呢 ? 

意大利 文艺 复兴 时 期 , 透视 学 能 够 使 我 们 在 二 维 空 
间 的 表面 上 更 真实 地 表现 三 维 空间 的 物体 。 透 视 学 拓宽 
了 绘画 的 语言 , 艺术 家 们 很 快 就 学 会 了 这 一 新 方法 。 后 
来 ,他们 为 了 达到 视觉 和 审美 的 效果 , 又 有 意识 地 打破 
了 这 些 规则 . 20 世 纪 的 立体 主义 、 超 现实 主义 和 未 来 主 
义 等 术语 都 来 自 于 新 几何 的 概念 , 如 非 欧 几何 . 多 维 空 
则 特别 是 四 维 空间 。 从 总 体 上 看 ，20 世 纪 初 , 新 几何 对 
个 别 艺术 家 的 影响 要 比 对 每 场 运 动 的 影响 大 。20 世纪 
20 年 代 末 ， 爱 因 斯 坦 的 相对 论 中 的 四 维 时空 变 得 越 来 
越 受 到 重视 , 但 是 , 在 此 之 前 ， 人 们 对 空间 的 第 四 维 已 
经 做 了 大 量 的 研究 。 在 19 世纪 中 叶 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 和 
J- 鲍 耶 于 1830 年 左右 分 别 独立 创立 的 非 欧 几何 带 来 了 
一 场 几何 学 革命 (第 16 章 )。1854 年 , 黎 曼 发 表 了 一 篇 
局 迪 性 的 论文 《关于 几何 学 基础 的 假设 》， 该 论文 使 多 
维 空间 的 数学 研究 和 探索 宇宙 空间 奥秘 的 物理 实验 又 上 
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现在 , 欧 氏 几何 只 是 多 种 几何 中 的 一 种 。 刻画 空间 
| 真理 的 真实 几何 , 以 前 是 , 将 来 也 是 数学 家 和 物理 学 家 
x 的 研究 对 象 。 但 与 此 同时 , 艺术 家 们 已 开始 涉足 于 关于 
感知 和 表现 的 几何 。 首先 , 如 果 我 们 将 三 维 空间 的 思想 
| 扩展 到 四 维 空间 上 去 , 我 们 马上 就 会 遇 到 如 何 表现 的 问 
| 题 。 艾 德 温 - 艾 伯 特 于 1844 年 出 版 的 《平地 》(1844 年 ) 
| 一 书 中 就 有 一 个 极 佳 的 类 比 ， 从 四 维 空间 观察 三 维 空 
| 间 时 , 就 好 像 我 们 三 维 空间 的 人 观察 一 个 二 维 空间 F 
| 地 ”的 物体 一 样 。 克 劳 德 伯 拉 顿 在 很 多 书 中 都 描绘 了 

上 述 观 点 ， 包 括 《 平 面 上 的 人 : 一 个 高 维 空间 的 富 言 》 

(1912 年 ) 一 书 . 这 一 观点 的 关键 是 通过 一 个 物体 的 切 
| 本 基 全 我 们 对 整 人 物体 有 一个 直 项 的 认识 ， 这 
| Ë, 当 我 们 用 油画 来 描绘 一 个 物体 时 , 无 论 这 一 物体 是 
| 存在 于 三 维 还 是 四 维 空 间 , 我 们 都 需要 这 一 物体 的 不 同 
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角度 的 切片 或 多 重 透 视图 .这 正 是 立体 派 描绘 物体 的 一 
种 手法 。 人们 认为 透视 法 具有 局 限 性 , 它 只 提供 了 对 物 
体 的 有 限 的 观测 ， 所 以 透视 法 遭 到 了 拒绝 。 哲学 家 康德 
把 对 物体 的 感知 和 物体 本 身 区 别 开 来 的 观点 , 也 推进 了 
立体 派 的 多 重 透视 的 表现 形式 的 发 展 , 事实 上 , 立体 派 
对 第 四 维 空间 给 出 了 一 些 超 越 了 纯 数学 和 空间 范围 的 陈 
Ro 有 一 些 陈 述 体 现 了 柏拉图 的 神秘 的 、 不 合理 的 哲学 
念 。 简 而 言 之 , 第 四 维 空间 使 得 艺术 家 们 得 以 突破 三 
维 透 视 , 自由 地 探索 现实 。 这 种 自由 不 仪 存在 于 立体 主 
义 者 中 , 也 存在 于 意大利 的 未 来 主义 者 中 。 意大利 未 来 
主义 者 于 1909 年 发 表 的 《智慧 宣言 》 是 由 政治 和 艺术 
两 部 分 组 成 的 , 它 推进 了 社会 . 工业 思想 和 技术 的 进步 
与 发 展 , 波 丘 尼 、 塞 维 里 尼 和 巴 拉 等 艺术 家 是 第 四 维 空 
间 的 推崇 者 。 | 
= - BEBE (Henri Poincare, 18544F ~ 1912 
年 ) 是 一 位 最 有 影响 力 的 法 国 数学 家 。 the DESEAS 
敬 的 学 者 。 他 的 著作 涉及 到 数学 、 政 治 . 教育 和 道德 规 
范 等 各 个 领域 ,1906 年 ， 他 担任 了 法 国 科 学 院 的 院 长 。 
他 的 科普 读物 将 物理 和 数学 推 向 整个 社会 .他 的 知识 相 
对 性 的 哲学 思想 和 对 数学 的 创造 性 思维 的 关注 在 20 Tit 
纪 早 期 产生 了 巨大 的 影响 .所谓 的 数学 的 创造 性 思维 包 
| 


括 了 像 在 解决 难题 时 的 非 逻 辑 的 潜意识 思维 。 英里 斯 


普 林 斯 特 是 一 个 不 太 知名 的 数学 家 , 这 也 许 是 由 于 他 的 | 
影响 只 限于 对 立体 主义 派系 。 他 还 是 保险 统计 师 和 业余 | 


油画 爱好 者 , 并 且 与 艺术 家 麦 饮 格 和 格 里 斯 一 起 研究 探 
讨 了 非 欧 几何 。 
1905 年 ， 当 爱 因 斯 坦 还 是 一 位 专利 局 的 审查 员 时 ， | 
! 
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就 发 表 了 他 的 狭义 相对 论 。1916 年 , 当时 已 是 教授 的 爱 | 
因 斯 坦 发 表 了 广义 相对 论 。 到 了 20 世纪 20 年 代 末 , 把 
第 四 维 作 为 空间 维度 的 思想 , 几乎 完全 被 作为 时 空 P 
的 爱 因 斯 坦 的 思想 所 取代 。 因 此 , 时 间 和 运动 就 成 了 艺 | 
术 家 们 关注 的 焦点 ， 例 如 艺术 家 杜 尚 及 波 丘 尼 等 。 其 
中 ， 波 丘 尼 就 有 一 幅 雕 刻 是 《空间 持续 性 的 独特 造型 》 
(1913 年 )。 还 有 其 他 艺术 家 如 库 普 卡 以 及 马列 维 奇 的 
抽象 艺术 。 x 

立体 派 是 由 毕加索 和 布 拉 克 所 创建 的 。 毕加索 | 
1907 年 的 油画 《 亚 威 农 少女 们 》 是 第 一 幅 立 体 派 油画 。 
立体 派 的 克成 时 期 结束 于 1922 年 。 从 那 时 起 ， 立 体 派 
的 实践 者 们 据 弃 了 早期 的 立体 派 的 统一 风格 。 虽 然 立 体 
派 也 是 艺术 的 一 个 学 派 , 但 是 在 学 派 内 部 总 是 存在 着 不 
同 的 哲学 指导 思想 和 实践 .毕加索 本 人 并 没有 受到 多 少 
数学 思想 的 影响 , 而 是 受到 了 塞 尚 的 移动 透视 法 和 非洲 
艺术 结构 及 雕刻 结构 的 影响 . 布 拉 克 本 人 最 关注 的 是 几 
何 表现 形式 ， 而 事实 上 ， 正 是 他 启用 了 “立体 主义 ”这 
一 术语 。 的 确 , 有 一 部 分 人 还 在 继续 关注 透视 和 结构 的 
古典 几何 因素 . 1912 年 , 巴黎 举行 了 一 个 具有 深远 影响 
的 名 为 “黄金 分 割 ” 的 画展 。“ 黄 金 分 割 ” 指 的 是 建筑 
和 艺术 中 常常 出 现 的 经 典 比例 。 此 时 ,艺术 家 ,如 格 里 
斯 和 维 庸 等 都 已 接近 于 纯 抽 象 派 , 立体 派 的 几何 形式 从 
所 有 的 表现 形式 中 消失 。 

与 第 四 维 空间 的 影响 相 比 ， 非 欧 几何 对 20 世纪 初 
期 的 艺术 的 影响 更 加 难以 评估 .其 原因 可 能 是 出 之 于 对 
非 欧 空间 的 表现 上 的 困难 。 意 大 利 数学 家 贝尔 特 拉 米 
(Eugenio Beltrami, 1835 年 ~ 1900 年 ) 制 作 了 一 个 伪 球 
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这 里 ,最 后 的 晚餐 发 生 
在 一 个 柏拉图 学 派 用 
于 象征 整个 字 宣 的 正 
十 二 面体 之 中 。 
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面 实物 模型 来 表现 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 。 它 的 存在 本 身 足 
以 激发 艺术 家 的 想像 。 也 许 它 的 形式 化 数学 特征 使 得 它 
不 如 第 四 维 空间 那样 给 艺 术 家 们 带 来 更 多 的 艺术 自由 。 
只 有 油画 家 杜 尚 等 少数 几 个 人 曾 说 服 画 家 们 学 习 数 学 和 
科学 。 然而 , 非 欧 几何 的 思想 对 超 现实 主义 画家 及 超 现 

实 主 义 的 创始 人 达 达 、 特 里 斯 坦 产 生 了 影响 。 

1936 年 ， 油 画家 希拉 托 出 版 了 他 的 《 维 数 主义 宜 
a». 引用 了 爱 因 斯 坦 的 理论 作为 它 的 动机 之 一 .《 维 数 
主义 宣言 》 声 称 “ 受 到 了 宇宙 新 概念 的 鼓舞 ”， 艺 术 发 
展 到 了 新 的 空间 。 油画 开始 离开 平面 向 空间 发 展 , 并 由 
此 产生 了 新 的 空间 结构 和 多 媒体 装置 。 该 宣言 还 强调 : 
雕刻 应 该 放弃 封闭 的 、 一 成 不 变 的 . 没有 活力 的 空间 ， 

即 欧 几 里 德 的 三 维 空间 ,来 征服 闵 科 夫 斯 基 的 四 维 空间 
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的 艺术 表现 形式 。” 有 许多 著名 的 艺术 家 在 这 一 宣言 上 
签字 。 宣言 顾及 了 对 第 四 维 空间 的 各 种 主流 的 解释 , BD - 
空间 第 四 维度 、 抽 象 第 四 维度 及 作为 时 间 的 第 四 维度 。 

然而 ， 总 的 来 说 ，30 年代 ， 除 超 现 实 主义 外 ， 很 少 | 
有 油画 家 对 空间 第 四 维度 或 非 欧 空间 感 兴趣 。 勃 勒 东 发 
现 了 特别 适合 于 他 的 新 “ 超 现实 主义 ”观点 的 新 几何 。| 
虽然 勃 勒 东 的 超 现 实 主义 的 理论 在 很 大 程度 上 基于 弗 洛 
伊 德 的 潜意识 分 析 , 但 是 , 高 维 空间 对 他 的 理论 也 有 启 | 
改作 用 .他 把 时 空 第 四 维 空间 与 非 现实 或 潜意识 的 更 高 
AVE GA. ATTICA PRET AL 
多 维 空间 的 兴趣 。 例 如 恩 斯 特 的 《被 非 欧 空间 苍蝇 的 飞 | 
行 所 吸引 的 年 轻 人 》(1942 年 )。 从 一 些 作品 的 内 容 中 也 
可 以 发 现 对 多 维 空间 的 兴趣 , 例如 ， 超 现实 主义 画家 达 
利 有 名 的 作品 《记忆 的 持续 》(1931 年 ) 所 表示 出 的 溶解 、 
软化 的 手法 ， 以 及 1954 年 的 《 圣 约翰 殉难 》 中 所 表现 | 
的 超 立方 体 都 显示 出 艺术 家 们 对 高 维 空间 的 兴趣 。 最 有 
科学 性 的 现实 主义 者 是 多 明 古 艾 效 ， 他 是 一 个 雕刻 家 ， 
迷 上 了 物体 在 时 空中 的 生存 状态 ,他 的 “石板 延续 表面 ” 
的 这 一 思想 似乎 与 波 丘 尼 的 雕刻 非常 接近 。1939 年 , 多 | 
明 古 艾 北 发表 了 一 系列 高 维 空间 的 所 谓 的 “宇宙 ” 的 油 | 
画 。 他 的 多 面体 表现 形式 曾 被 人 们 与 庞 加 莱 所 展示 的 几 
何 模型 及 曼 . 雷 为 1930 年 超 现实 主义 展览 而 拍照 的 几 
何 模型 相对 比 。 纯 数学 的 、 美 观 的 非 欧 几 何 的 表现 形式 
的 实现 要 等 到 高 性 能 计算 机 的 出 现 。 

作为 纯粹 数学 理论 的 新 兴 多 维 几 何 及 非 欧 几何 不 仅 
被 用 于 新 兴 物 理 , 而 且 给 艺术 及 寻求 推翻 已 有 的 思想 模 
式 的 哲学 运动 以 启迪 。 在 艺术 界 ,这 些 几 何以 各 种 形式 
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体现 出 来 。 包括 了 从 精神 到 无 政府 主义 的 表现 。 在 空间 
表现 中 放弃 欧 氏 几何 意味 着 为 生命 、 宇 宙 和 万 物 创造 了 


新 兴 的 艺术 家 由 于 他 们 对 几何 的 篇 多 而 要 到 手 烈 的 开 
而。 然而 几何 图 形 赴 经 画 的 裤 储 。 尖 于 空间 科学 的 几何 学 
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第 二 十 三 章 机 器 编码 
hine codes 
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发 明 的 最 早期 的 一 种 | 

计算 器 。 通过 旋转 带 | 

有 指针 的 过 子 来 进行 d 

加 运算 , 但 是 其 他 操 | 

TE 48 4 BR, x 
x 在 数学 历史 中 存在 着 许多 相互 对 应 的 分 支 . 它 的 相 
对 重要 性 随 着 时 代 的 要 求 发 生变 化 , 例如 像 算 术 与 几何 

中 世 刀 的 计算 棒 。 i 


IE REAR RAH AC SUEZ MR. I Ra 
XA. amine, 他 | 态 对 立 的 分 支 是 算法 与 分 析 数学 。 后 者 所 研究 的 是 基础 
peciit 结构 和 “完美 的 理论 "; 与 此 相应 ， 前 者 的 目标 是 达到 
| 实际 解 所 需要 的 过 程 例如 , 我 们 已 经 看 到 在 各 种 数值 
Ep | 体系 中 求 2 的 平方 根 这 样 的 无 理 数 的 各 种 算法 . 研究 哪 
一 个 过 程 更 有 效 , 换言之 , 用 最 少 的 步 
又 达到 所 需 的 精确 度 ， 是 算法 数学 的 
一 项 主要 研究 。 

术语 “算法 ”本 来 是 指 用 阿拉 伯 数 
字 进 行 计算 ， 以 区 别 在 算盘 或 筹 算盘 
上 所 进行 的 计算 。 由 于 算盘 的 使 用 在 
欧洲 的 衰退 ， 同 时 随 着 计算 量变 得 越 
来 越 大 ， 对 于 机 械 计 算 器 的 需求 也 越 
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来 越 强烈 。17 世 纪 ， 帕斯卡 、 笛 卡 儿 、 莱 布 尼 兹 都 梦想 | 
着 可 以 对 所 有 数学 问题 进行 编码 , 而 且 可 以 机 械 地 生成 
求解 方法 的 通用 语言 ,这 些 人 本 身 也 制造 了 各 种 机 械 的 x 
计算 器 . 莱 布 尼 兹 设计 的 通用 计算 法 已 经 超越 了 微 积 分 | 
的 范畴 ， 包 括 了 可 以 判定 伦理 及 法 律 问题 的 形式 规则 。 
任何 有 效 的 算法 都 可 以 通过 使 用 计算 器 来 增 大 计算 能 
力 。 但 是 直到 20 世纪 ， 软 件 和 硬件 才 结 合 到 了 一 起 。 
巴 贝 奇 (Charles Babbage，1791 年 ~1871 年 ) 于 | 
1819 年 设计 了 “差分 机 ”, 并 于 1822 年 制造 出 可 动 原型 。 
他 希望 这 台 机 器 能 够 提高 乘法 速度 和 改进 对 数 表 等 数字 
表 的 精确 度 。 英 国政 府 出 资 赞助 制造 一 台 全 功能 差分 
UL, 使 之 有 能 力 计算 出 保险 精算 、 行政 管理 及 科学 研究 
等 所 需 的 高 精度 的 数据 表 。 但 是 ， 到 了 1834 年 ， 巴 由 
奇 的 这 项 方案 大 大 超出 了 预算 , 而 且 进 程 也 落后 于 预期 
的 时 间 。 虽 然 巴 贝 奇 的 智能 以 及 资金 约定 额 没 有 问题 ， 
但 是 政府 延缓 了 进一步 的 资助 . 从 那 时 起 , 巴 贝 奇 把 注 
意 力 转移 到 了 “分 析 机 ”的 设计 上 来 。 实际 上 ， 这 就 是 
现代 计算 机 的 前 身 。 其 最 主要 的 特征 是 把 存储 器 和 运算 
器 分 离开 来 ; 存储 器 在 计算 过 程 中 存放 数字 ， 而 运算 
器 进行 算术 运算 .通过 在 穿孔 卡片 上 编码 进行 输入 和 输 
出 操作 , 而 控制 器 控制 着 程序 。 他 也 曾 设想 将 结果 直接 
输出 到 打印 机 上 ,这样 分 析 机 就 能 像 蒸汽 机 那样 自动 运 
算 。 但 是 ,分 析 机 没有 被 实际 制造 出 来 。 到 了 18424, 
政府 停止 了 对 差分 机 的 资助 . 巴 贝 奇 对 英国 科学 界 的 怀 
疑 得 到 进一步 的 证 实 。 在 大 学 学 习 期 间 , 巴 贝 奇 和 他 人 
联合 创建 了 分 析 协 会 , 其 主要 目的 是 使 剑桥 的 数学 教学 
达到 欧洲 大 陆 的 水 平 。 1830 年 , 他 写 了 一 篇 抒 击 英国 科 


学 现状 的 文章 ， 强 烈 指责 了 皇家 科学 院 封 闭 的 思想 状 
况 ， 这 导致 了 不 列 显 科 学 促进 协会 的 建立 。 不 于 的 是 ， 
巴 由 奇 计算 机 的 高 昂 造 价 使 他 的 计算 机 沉睡 了 将 近 100 
年 。 

正如 巴 册 奇 所 预见 的 那样 , 由 于 提高 计算 速度 的 需 
要 ， 计 算 机 迅速 地 发 展 了 起 来 。1940 年， 在 IBM 赞助 
下 , 哈佛 大 学 研制 成 功 了 第 一 台 晶 动 计算 器 。 第 一 台电 
子 可 编程 的 计算 机 “巨人 "(Colossus) 于 1943 年 研制 成 
功 , 它 是 图 灵 和 汉语 依 曼 在 英国 外 交 部 做 密码 破译 工作 
时 合作 的 结晶 。 然 而 , 对 未 来 的 计算 机 体系 结构 产生 影 
啊 的 是 同一 时 期 在 宾 州 大 学 研制 的 ENIAC (Electronic 
Numerator Integrator And Computer). Gi#t(K & d 
ENIAC (最 初 是 设计 成 用 来 计算 弹道 学 的 表格 的 机 
a) 能 够 实现 曼哈顿 计划 所 要 求 的 某 些 计算 。 但 结果 他 
却 发 现 他 自己 是 在 设计 一 种 新 型 计算 机 .这 种 新 型 存储 
程序 计算 机 叫做 EDVAC(Electronic Discrete Variable 
Automatic Computer)。 这 一 新 型 计算 机 有 5 个 主要 的 
组 成 部 分 : 输入 、 输 出 、 控 制 单元 、 记 忆 单 元 和 计算 单 
元 。 这 种 计算 机 之 所 以 叫 “ 存 储 程序 计算 机 ?， 是 因为 
程序 同 数据 一 起 存储 在 机 器 中 的 , 同时 , 控制 单元 执行 
指令 序列 。 这 一 类 型 的 计算 机 始 建 于 1949 年 的 英国 , 叫 
做 EDSAC(Electronic Delay Store Automatic 
Calculator)。 后 来 ， 美 国 和 英国 都 生产 了 这 样 的 计算 
机 。 到 了 60 年代， 存储 程序 计算 机 开始 普及 。 半 导体 
元 件 的 发 明 取代 了 阴极 射线 管 , 使 得 计算 机 的 速度 和 可 
逢 性 得 到 了 提高 。 尽 管 这 些 设计 与 巴 员 奇 的 设计 根 似 ， 
但 是 这 些 计 算 机 的 研究 是 在 完全 忽视 了 巴 贝 奇 的 早期 工 


PIC 


作 的 情况 下 完成 的 。 

正如 我 们 所 了 解 的 那样 , 计算 机 的 发 明 是 在 实际 需 
要 的 育 景 下 产生 的 , 无 论 是 在 商业 、 行政 部 门 、 密 码 学 
还 是 在 数学 物理 中 的 方程 求解 中 都 存在 着 这 样 的 需求 。 
存储 程序 计算 机 已 将 硬件 和 软件 分 开 。 为 了 执行 适当 的 
计算 而 做 的 编程 和 算法 研究 不 是 出 于 实际 需要 , 而 是 出 
于 逻辑 学 家 们 对 形式 体系 的 探索 。 

普通 算术 就 是 形式 体系 的 一 个 例子 , 它 有 一 个 明确 
的 符号 集合 和 操作 这 些 符 号 对 问题 求解 的 过 程 .除了 受 
形式 体系 的 法 则 约束 外 ， 这 些 符 号 本 身 没 有 意义 。 例 
如 ， 如 果 要 验证 算式 ABmBAeBEB 是 可 满足 的 ， 可 以 
使 用 各 种 方法 求 得 A，B，E,，m 和 e 的 具体 实例 。 也许 
把 ABmBAeBEB 看 成 乘法 等 式 12 x 21=252 更 简单 明 
J (A+-1, B-2, mex, e- =, E- 5), (AE, 
ABmBAeBEB 表明 具体 符号 并 不 重要 ， 重 要 的 是 在 给 
定 公 理 体 系 下 能 够 证 明 命题 为 真 , 在 此 例 中 就 是 存在 一 
个 这 样 的 具体 算式 。 实际 上 , 我 们 不 仅 可 以 用 字母 表示 
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为 了 纪念 巴 贝 奇 诈 民 
200 MF, eX * WF 
HFN 年 制作 的 
第 一 台 完 整 的 是 分 机 。 
是 分 机 包含 4000 多 个 
FH, E244., CA 
奇 必 想 它 是 一 个 完全 
自动 的 计算 机 , FAR 
出 ， 并 以 蒜 沪 机 为 动 
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e 函数 ， 甚 至 可 以 用 数字 来 代表 算 子 而 不 是 表示 具体 的 
。。， 量 。 这 是 特定 用 途 计算 机 到 通用 计算 机 的 转换 中 的 一 

至 关 重 要 的 因素 。 在 现代 计算 机 中 ,任何 一 个 命令 , B 

如 在 显示 器 上 特定 位 置 显示 一 个 红 

点 的 命令 , 实质 上 就 是 一 串 数字 。 F 

实 上 ， 一 个 完整 程序 一 旦 被 编码 成 

二 进 制 , 那么 本 质 上 它 就 是 一 个 ( 非 

常 大 的 ) 数 。 由 于 计算 机 在 速度 和 能 

力 方面 的 突飞猛进 的 发 展 ， 计 算 机 

的 这 一 单纯 的 编码 方式 往往 被 忽视 。 
哥 德 尔 (Kurt Godel, 1906 年 ~ 

1978 年 ) 于 1931 年 发 表 的 《( 数 学 原 

理 》 及 有 关系 统 中 的 形式 不 可 判定 

— M 对 出 了 为 给 定 系 统 中 的 每 个 逻辑 算 子 和 变量 分 

人 名 计生 所 个 惟一 的 数 的 方法 。 ORE, 每 个 命题 都 可 以 转换 成 

ETAT | 一目 数 ， 而 每 囊 数 又 可 以 转换 成 一 个 自然 数 。 因此 ,在 

sree En | 给 定 的 系统 下, 每 个 命题 就 与 惟一 的 一 个 数 对 应 , 这 个 

| 数 叫做 哥 德 尔 数 。 这 篇 论文 有 两 个 经 典 结论 。 其 中 的 一 

个 是 不 完全 性 定理 , 即 包含 整数 算术 的 任意 公理 系统 均 

| 含有 在 该 系统 下 不 可 判定 的 命题 .这 文 与 语言 学 中 的 两 难 

| 问题 “这 个 句子 是 错误 的 ”类 似 。 这样 的 不 可 判定 命题 

| 的 存在 证 明了 寻求 公理 化 的 想法 以 及 罗素 和 怀特 海 的 论 

点 是 行 不 通 的 。 同时 ， 哥 德尔 也 粉碎 了 希 尔 伯 特 的 梦 

| 想 : 着 尔 伯 特 试图 建立 一 个 完备 且 自 相 容 的 算术 系统 , 

| 即 一 个 不 存在 内 部 矛盾 的 算术 系统 。 哥 德尔 的 第 二 个 结 

论 是 : 对 于 一 个 相 容 的 系统 , 在 该 系统 的 范畴 内 不 能 证 

| 明 该 系统 的 相 容 性 。 简 而 言 之 ,算术 是 不 完备 的 。 这 样 
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的 打击 足以 使 数学 家 们 放 奔 寻求 一 个 普通 的 数学 , 而 致 | 


力 于 不 同 的 公理 形式 如 何 产生 不 同 的 系统 的 研究 .寻求 


数学 语言 的 目的 是 使 我 们 能 够 回答 疑问 , 因此 , 在 此 之 
前 ， 讨 论 着 重 于 判断 数学 命题 的 真 伪 的 过 程 上 ， 现在 ， 
数学 家 们 更 加 关心 的 是 可 计算 性 而 不 是 可 判定 性 数学， 


家 们 从 可 判定 性 的 研究 步 入 了 可 计算 性 的 研究 领域 。 
在 把 目光 集中 于 算法 的 同时 , 函数 概念 的 一 般 化 也 
受到 关注 。 在 最 一 般 的 意义 下 ， 函 数 { 是 数学 对 象 间 的 


任意 关联 。 一 个 函数 是 可 计算 的 是 指 ， 存 在 一 个 对 于 了 | 


的 定义 域 中 的 每 个 x 都 能 求 出 f(x) 的 算法 。 只 有 在 19 世 
纪 末 人 们 构造 出 病态 函数 时 , 才 发 现 可 能 存在 不 可 计算 
的 函数 。 因 此 ,研究 转向 了 计算 算法 。 判 定 一 个 给 定 的 
算法 是 否 是 计算 所 需 函 数 的 算法 相对 来 说 比较 容易 。 但 


是 , 对 于 一 个 函数 , 当 我 们 要 证 明 不 存在 计算 它 的 算法 | 
时 ， 则 需要 精确 定义 什么 是 算法 。 在 定义 什么 是 算法 | 


时 , 哥 德 尔 所 给 出 的 递归 函数 的 概念 起 到 了 非常 重要 的 
作用 。 所 谓 递归 函数 是 指 从 若干 个 基本 函数 出 发 , 按 给 
定 规则 通过 有 限 步 的 操作 而 得 到 的 函数 。 可 判定 性 相 
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W: 对 于 命题 y7=fx)， 当 在 一 个 形式 体系 下 ， 存 在 这 一 
命题 的 真 伪 的 证 明 时 ， 它 在 这 一 形式 体系 下 是 可 判定 


的。 和希 尔 伯 特 的 第 10 问题 (第 20 章 ) EXTERA) 


程 求解 算法 的 问题 。 正 是 这 一 问题 启发 人 们 开始 了 可 计 
算 性 的 研究 。1936 年 , 普林斯顿 的 丘 奇 和 剑桥 的 图 灵 各 
目 独立 地 发 表 了 可 计算 性 的 概念 , 而 图 灵 进 一 步 指出 两 
个 概念 本 质 上 是 等 价 的 ,图 灵 的 算法 定义 基于 计算 的 机 
钥 模 型 。 丘 奇 把 该 模型 命名 为 图 灵机 。 他 们 的 研究 否定 
了 万 能 算法 的 存在 ， 即 不 存在 判定 所 有 命题 真 伪 的 算 
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A 法 。 这 些 结果 以 及 可 德尔 的 结果 成 功 地 粉碎 了 计算 机 有 
一 天 能 够 判定 出 所 有 命题 的 真 伪 的 梦想 .然而 对 算法 的 
关注 引发 了 软件 革命 ,这 一 革命 宣告 了 数学 物理 这 一 新 
领域 的 诞生 。 计 算数 学 不 断 地 向 老 问题 挑战 , 例如 太阳 
| 系 的 稳定 性 等 问题 .同时 人 们 把 注意 力 转移 到 生物 系统 
| 和 生命 自身 的 动力 系统 。 


ENEA, dm FEES, 所 有 的 计算 自动 矶 可 以 分 成 两 
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欧洲 粒 邓 物理 研究 所 大 | f * 
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子 委 迹 。 计 算 机 已 经 达 | 于 
到 了 如 此 高 的 速度 和 功 | 
率 。 计算 机 现在 可 以 帮 | 
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历 子 ”后 ， 和 华 成 与 这 两 个 电流 的 积 构 千 的 电流 …… 


x 
AFRE E HER I HERRERA 
序列 的 方法 工作 。 设 与 我 们 通常 使用 十 进 制 进行 计算 的 方 
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_ 第 一 十 四 章 混沌 与 复杂 性 
hand and complerily 


A 这 是 一 幅 计算 机 生成 
图 像 。 图 像 利 用 所 谓 
的 利 亚 普 诺 夫 指数 晨 
示 了 一 个 对 于 微小 摄 
动 稳定 的 动力 系统 。 
EP. RARE i 
线 是 超 稳 定 的 区 域 。 
交叉 的 区 域 表示 不 同 " 
的 吸引 子 在 争夺 系统 从 19 世 纪 初 开始 ， 人 们 把 数学 作为 一 种 分 析 和 你 
ME x 辑 的 学 科 来 研究 。 到 了 19 世纪 末 ， 研 究 产生 了 数学 动 
EA. | 物 园 中 的 许多 怪 普 , 如 连续 但 不 可 导 的 函数 。 在 力学 方 

面 ,作为 对 太阳 系 稳定 性 的 检测 实例 的 三 元 体 问题 仍 没 

有 得 到 稳定 解 ,而且 庞 加 某 通过 分 析 它 的 部 分 解 发 现 了 

一 个 非常 复杂 的 结构 。 从 分 析 到 几何 的 观点 转换 , 向 数 
学 家 们 展示 了 数学 也 出 现 了 与 现实 世界 相似 的 混乱 状 

态 。 这 些 数学 的 怪物 好 像 正 在 守卫 着 一 个 讨 新 、 强大 的 

数学 对 象 的 阿拉 丁 的 宝库 ,计算 机 的 使 用 使 我 们 得 以 进 

一 宝库 。 计 算 机 成 了 基于 算法 的 新 型 数学 的 实验 装 

置 。 同 时, 计算 机 的 使 用 所 带 来 的 发 现 又 加 深 了 我 们 对 

分 析 的 理解 , 并且 使 我 们 认识 到 数学 家 们 所 熟悉 的 “ 简 

| 单 ” 系 统 实际 上 只 是 冰山 的 一 角 。 

耶鲁 大 学 现任 教授 和 IBM 的 名 誉 会 员 曼 德尔 勃 罗 
特 现在 已 经 成 为 分 形 几何 的 同义词 .他 热衷 于 他 后 来 称 


混沌 与 复杂 性 


PT 


为 分 形 的 研究 。 研 究 从 1951 年 开始 ， 并 于 1977 年 以 他 | 
的 著作 《自然 数 的 分 形 几 何 》 达 到 顶峰 。 很 多 人 从 事 分 | 
形 的 研究 , 而 分 形 的 洛 可 可 形 图 像 广为人知 。 在 力学 中 | 
“吸引 子 ” 的 思想 是 众所周知 的 。 例 如 ， 行星 的 轨道 是 | 
_ Appa 虽然 时 常 有 摆动 发 生 , 但 是 行星 总 是 
在 一 定 的 界限 之 内 运动 。 用 数值 迄 代 法 对 多 项 式 求解 
时 , 如 果 和 迭代 收 敛 于 一 个 解 , 那么 这 个 解 就 是 一 个 吸引 
f. 有 时 从 图 形 上 可 以 知道 存在 一 个 解 , 但 使 用 迄 代 法 
却 得 不 到 这 个 解 。 这样 的 解 叫 做 “反弹 值 ”(repeller )， 
但 是 , 在 像 乱 气流 这 样 的 混沌 系统 中 , 吸引 子 是 一 个 被 
称 为 奇异 吸引 子 的 分 形 。 

一 旦 我 们 掌握 了 观察 事物 的 正确 方法 , 我 们 就 会 发 
现 最 简单 情况 下 的 混沌 行为 。 差 分 方程 式 z= 和 z(1-z) 是 
只 含 一 个 可 变 系数 和 的 简单 二 次 方程 式 ,与 其 他 二 次 方 
程 一 样 , 这 一 方程 是 有 两 个 根 , 但 是 当 我 们 用 迭代 方法 
求解 时 , 我 们 会 发 现 一 些 令 人 惊奇 的 性 质 。 ERA 的 
值 ， 和 迭代 递增 并 发 散 于 无 穷 大 。 但 是 ， 当 我 们 从 入 =1 
开始 , 慢 慢 增加 入 的 值 时 ， 就 会 发 现 迭 代 既 不 发 散 , 也 
KRATRE, 而 是 在 一 些 数值 之 间 摆 动 。 在 某 种 程 
EE, 这 是 一 个 混沌 系统 ,迭代 值 的 序列 似乎 是 杂乱 地 
跳 来 跳 去 。 如 果 我 们 把 变量 的 取 值 范围 扩展 到 复数 , I 
么 迭代 值 就 会 脱离 实 轴 , 形成 一 个 分 形 结构 。 通 过 简单 
的 变换 , 差分 方程 式 变 成 另 一 个 二 次 方程 式 z=zZ-m。 适 
代 的 过 程 虽然 简单 , 但 用 手 来 做 则 非常 麻烦 。 借助 于 计 
算 机 的 帮助 ， 曼 德尔 勃 罗 特首 先 打 印 出 了 z 取 复数 值 时 
BANA THECA, 而 且 在 他 的 单 色 输 出 中 , 他 用 黑 | 
点 描绘 出 了 迁 代 序列 不 发 散 到 无 穷 的 四 的 值 , MERE 


| 
| 
| 
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列 有 界 的 m 的 值 。 随 着 打印 机 和 计算 机 制图 功能 的 增 
强 , 人 们 逐渐 揭示 出 了 这 一 图 形 的 像 办 电 一 样 市 着 锯齿 
状 郑 须 问 外 放射 的 难以 置信 的 精美 结构 。 这 一 简单 系统 
显示 出 了 很 多 曼 德 尔 勃 罗 特 整理 总 结 出 来 的 特征 .通过 
使 用 计算 机 来 放大 这 一 集合 的 细部 , 可 以 看 到 分 形 的 自 
相似 特征 , 即 个 子 集合 的 结构 与 原来 整个 集合 的 结构 
相似 。 再 次 回 到 刚才 的 差分 方程 式 ， 对 于 入 的 复数 值 ， 
RINT BER SD PPR OA E” 的 结构 。 数 学 分 
术 这 一 可 怕 的 怪兽 作为 美丽 的 创造 物 而 获得 重生 , 并 受 
到 数学 大 家 寿 的 欢迎 。 

混沌 一 词 很 容易 被 误解 ， 因 为 在 日 常生 活 语言 
中 ,， 它 与 混乱 是 同 义 的 . 但 是 混沌 理论 是 完全 确定 的 : 
曼 德 尔 勃 罗 特 集合 是 不 变 的 , 而 且 z 的 任意 初始 值 产生 
的 迁 代 序列 的 收敛 状况 是 相同 的 .混沌 系统 与 随机 系统 
的 区 别 在 于 随机 系统 没有 结构 , 它 是 白 噪 音 的 数学 等 价 
物 ; 而 混沌 系统 是 有 结构 的 , 尽管 它 的 结构 是 非常 复杂 
和 微妙 的 。 然 而 ， 虽 然 分 形 的 生成 是 一 个 确定 性 的 过 
fe, 但 它 不 是 可 预测 的 不 存在 判定 一 个 点 是 否 属于 给 |. 
定 曼 德尔 勃 罗 特集 合 的 算法 ， 惟 一 的 办 法 是 完成 迁 代 。 
彩色 的 分 形 用 不 同 的 颜色 的 点 表示 到 达 这 一 点 所 需 的 和 迭 
代 次 数 , 而 错综复杂 的 碗 代 模式 说 明了 相 邻 的 两 个 不 同 
闫 色 的 点 的 迭代 次 数 的 巨大 差异 。 WOR, 计算 机 屏幕 上 
的 一 个 点 实际 上 是 一 个 像素 , 但 是 , 随 着 我 们 提高 解 像 
BE, 我 们 会 看 到 越 来 越 错综复杂 的 分 形 。 这 就 是 混沌 系 
统 难 以 预测 的 原因 。 虽然 迄 代 具有 确定 性 , 但 是 迭代 对 
初始 值 非常 敏感 , 而 且 当 我 们 用 迭代 来 刻画 现实 世界 的 
系统 时 , 在 一 开始 的 测量 中 产生 的 不 可 避免 的 误差 , 随 
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者 达 代 的 进行 会 变 得 越 来 越 大 。 


混沌 理论 似乎 给 出 了 一 个 相当 令 人 肖 丧 的 宇宙 观 ， 


理 律 的 作用 下 , 整个 宇宙 注定 要 毁灭 。 然而 整个 宇宙 充 


| 它 认为 字 宙 是 一 个 不 安定 的 系统 , 并 且 在 热力 学 第 二 定 
| 
| 


满 结构 。 从 脉冲 星 有 节奏 的 脉动 到 DNA 分 子 优美 的 双 


盘旋 结构 , MURIEL BRAS, 至 少 从 局 部 上 


明尼苏达 大 学 几何 中 
— £ FREE FT 
1993 Fee (EA 
$ Y ty. š& — X f > 
形 是 由 函数 HI(x, y)— 
(X 一 0Y+b，X) 给 出 的 。 
X ta, b 4£ $4654. 
数 。 当 Ga=0 时 映射 退化 
成 一 维 方 程 。 这 一 图 
像 表 示 了 在 艾 依 函数 
的 近代 及 其 趟 函数 的 | 
迭代 下 均 有 界 的 点 。 


看 一 一 香水 又 回 到 了 瓶子 里 去 了 。 关 于 这 种 结构 产生 原 
因 的 研究 是 复杂 理论 的 研究 范畴 ,复杂 系统 的 研究 现在 
包括 许多 不 同 的 领域 : 混沌 理论 、 人 工 智能 、 突 发 系统 
和 自动 机 。 

对 复杂 系统 的 兴趣 来 自 于 不 同 的 领域 .而 把 这 些 领 
域 的 研究 集结 在 一 起 的 关键 人 物 是 乔治 . BB. 1942 
E, 考 恩 作为 放射 性 物质 的 化 学 专家 , 在 芝加哥 大 学 工 
fE. 在 那里 , 意大利 物理 学 家 恩 里 科 建 造 了 第 一 座 原 子 
有 反应堆, 因为 联合 国 担心 德国 已 经 开始 制造 原子 弹 。 思 
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里 科 早期 的 实验 和 理论 研究 是 关于 激发 足够 大 能 量 的 连 
锁 反 应 的 可 能 性 ， 以 制造 原子 弹 。 考 恩 后 来 加 入 到 了 曼 
哈 顿 计划 。 战 后 , 考 恩 成 为 洛斯 阿拉 称 斯 实验 室 的 领导 
人 。 正 是 考 恩 所 领导 的 小 组 分 析 了 苏联 的 第 一 次 原子 弹 
爆炸 实验 。 他 本 人 是 贝斯 小 组 的 成 员 。 在 大 约 30 年 间 ， 
这 一 科学 家 秘密 组 织 一 直 监 视 着 苏联 的 核能 力 状 况 。 在 
这 期 间 ， 考 恩 对 科学 及 国家 政策 的 关 
心 越 来 越 强 烈 ， 他 认为 传统 的 教育 方 
式 不 能 使 科学 家 看 到 不 同学 科 间 的 广 
记 联 系 以 及 科学 工作 者 与 政治 、 经 济 
环境 及 道德 间 的 联系 。1982 年 ， 考 恩 
辞去 了 洛斯 阿拉 穆 斯 的 职务 ， 到 白宫 
科学 委员 会 任职 。 与 此 同时 ， 他 和 同 
令 们 探讨 了 创建 一 个 致力 于 对 所 有 定 
量 科学 进行 综合 研究 的 研究 中 心 的 设 
想 。 


3| 5 X. £ A aji B s 
机 。 此 图 中 的 每 一 个 结 
点 表示 称 个 细胞 自动 机 
RH KAR, KT 
结 点 与 它 在 下 一 论 域 中 
HERSE., Ri 
图 像 旺 示 有 库 细 胞 自动 
机 的 论 域 高 速 收 化 于 引 
^x, 


计算 能 力 的 增强 使 科学 家 们 对 更 复杂 的 多 变量 方程 
以 及 非 线 性 方程 的 研究 成 为 可 能 .此 前 的 数学 大 多 是 研 
究 线性 方程 。 对 线性 方程 的 研究 虽然 取得 了 很 大 的 成 
功 , 但 是 当 用 它 来 刻画 非常 复杂 的 系统 时 , 它 有 很 大 的 
局 上限 性 .而 计算 机 不 管 它 是 在 处 理 线性 方程 还 是 非 线性 
方程 , 计算 机 只 是 通过 机 械 力 来 高 速 地 找 出 方程 的 数值 
AE. 计算 机 使 科学 家 们 拥有 了 新 的 数字 实验 室 。 正 是 非 
线 方程 使 我 们 开始 意识 到 以 前 作为 独立 的 变量 间 的 内 在 
RA. 在 这 一 方面 , 物理 学 家 和 生物 学 家 们 已 经 进行 了 
成 功 的 合作 。 洛 斯 阿拉 穆 斯 甚 至 创办 了 非 线性 系统 中 
Do 但 是 洛斯 阿拉 穆 斯 的 研究 仍然 围绕 着 核 物理 。 所 以 
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| 考 恩 必须 寻找 其 他 地 方 以 扩大 在 洛斯 阿拉 穆 斯 取 得 的 初 
步 战果 并 将 其 延伸 到 其 他 领域 
| 考 蚌 的 同僚 们 同意 了 按 他 计划 的 方案 创建 一 个 新 的 
研究 中 心 .但 是 在 考 恩 的 脑海 中 对 这 个 新 机 构 到 底 要 做 
一些 什么 还 没有 明确 的 概念 . 当 默 里 杰 尔 曼 加 入 这 个 项 
目 后 情况 才 有 了 转机 。 作为 理论 物理 学 界 带头 人 , 正 是 
杰 尔 曼 从 乔 伊 斯 的 书 《 守 灵 的 芬 那 根 斯 》 中 找到 恰当 的 
描绘 亚 原子 的 粒子 的 名 称 “ 夸 克 "。 他 是 大 统一 理论 的 
主要 倡导 者 之 一 , 主张 在 一 个 统一 的 框架 下 研究 自然 的 
现象 。 更 进一步 , 他 提出 了 “所 有 事物 的 大 统一 理论 ” 
从 古代 的 文明 一 直到 个 人 的 意识 。 在 他 的 帮助 下 , 考 思 
的 新 研究 机 构 的 设想 成 为 了 现实 。 1984 年 , 这 个 研究 所 
进行 了 重组 , 以 里 奥 格 兰 河 研究 所 重新 命名 。 原来 的 令 
人 喜爱 的 名 字 圣 菲 研究 所 被 一 个 治疗 结构 所 启用 .1984 
ER, 这 一 研究 所 在 圣 非 的 美国 研究 院 举行 了 第 一 次 研 
究 会 , 研究 会 从 各 界 筹 到 了 款项 , 但 由 于 考 恩 本 人 在 60 
年 代 开设 的 洛斯 阿拉 称 斯 国民 银行 中 得 到 一 些 利润 , 所 
以 资金 并 不 是 一 个 大 问题 。 在 这 次 会 议 上 , 情况 变 得 明 
朗 化 : 各 个 领域 的 一 些 首脑 人 物 确实 希望 更 多 地 进行 交 
流 , 并 希望 分 担 他 们 所 共同 关心 的 问题 。 这 些 问题 中 最 
重要 的 是 关于 突变 系统 的 问题 。 在 这 样 的 系统 下 , 整体 
大 于 整体 的 各 个 部 分 的 总 和 , 这 是 由 于 许多 因素 间 的 相 
互 作用 造成 的 ， 不 论 这 些 因 素 是 粒子 、 人、 分 子 还 是 神 
经 细胞 .在 这 种 系统 内 出 现 了 各 个 部 分 内 不 曾 出 现 的 复 
杂 性 ,科学 的 简化 法 在 把 一 个 复杂 的 系统 分 化 成 简单 的 
部 分 时 是 有 效 的 , 但 在 把 简单 的 部 分 组 合成 复杂 系统 时 
就 显得 无 能 为 力 了 .里 奥 格 兰 河 研究 所 的 最 初 研究 成 果 
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没有 被 认可 ， 但 这 一 新 的 研究 中 心 最 终 
还 是 得 到 了 圣 非 的 名 字 。 人 金融 界 为 他 们 。 md 
提供 了 足够 的 资金 。 n^ 
银行 和 投资 公司 越 来 越 关注 传统 经 | ME 
济 学 能 否 精确 地 预测 金融 系统 的 发 展 。  ¿ 


19874, TEIEASBUSHEDUT RRR T | | 
在 研究 所 主持 下 的 经 济 学 家 和 物理 学 家 ， P 
组 成 的 研究 会 。 一 些 物理 系统 与 社会 体 HI 


系 具有 同样 的 特征 。 这 些 系统 都 显示 出 “| uu Ekap 
了 相似 的 数学 关系 。 而 这 里 的 数学 是 复杂 系统 的 数学 。， 机 。 此 图 档 绽 了 一 个 复 

杂 细 胞 自动 机 的 论 域 进 
事实 上 , 这 些 系统 被 叫做 复杂 适应 系统 。 这 些 系统 包括 | 化 。 它 的 收 化 程度 比 有 


了 像 免疫 系统 、 胚胎 发 育 系 统 . 生态 系统 、 经 济 市 场 以 | PAPE PPEA 


及 政治 团体 ,这 样 的 系统 同时 具有 正 负 两 方面 的 反馈 机 | sapra ma maa 
制 。 复杂 性 是 竞争 和 合作 这 两 种 倾向 的 混合 产物 。 这样 | PRR OA. 
的 系统 是 一 直 处 于 混沌 状态 和 有 序 状态 之 间 的 一 个 动态 
平衡 的 状态 。 令 人 惊讶 的 是 , 这 样 的 系统 是 按照 相当 简 
单 的 规则 运作 的 , 这 些 简单 模块 之 间 的 相互 作用 会 引发 
复杂 的 令 人 难以 琢磨 的 系统 。 复 杂 性 是 一 个 突 发 事项 。 
圣 非 研究 所 现在 正在 对 这 些 思想 进行 研究 。 
自动 机 是 上 述 复杂 系统 组 成 部 分 的 一 个 例子 。1970 
年 , 剑桥 大 学 数学 家 康 威 描述 了 一 种 叫做 生物 游戏 的 自 
动机 。 这 个 自动 机 模拟 宇宙 的 游戏 。 在 那里 ,进化 的 细 
胞 占据 二 维 空间 的 格子 。 在 设 定 了 所 有 格子 的 初始 状态 
后 ， 游 戏 就 开始 了 。 游 戏 中 , 每 个 细胞 的 生死 依赖 于 相 
邻 格子 中 生存 的 细胞 数目 。 如 果 数 目 过 多 , 则 细胞 就 会 
由 于 拥挤 而 死 立 如 果 数目 过 少 , 则 它 又 会 由 于 孤独 而 
死亡 。 一 旦 游戏 开始 , 这 一 微型 宇宙 就 会 展示 多 样 的 结 
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| 构 ， 就 像 晃动 的 钻石 所 发 出 的 闪闪 光芒 、 蝴 蝶 的 背 纹 、 
又 像 航模 表演 时 的 情景 。 汉 诺 依 曼 在 20 世 纪 40 年 代 起 
就 开始 了 细胞 自动 机 的 研究 , 但 是 他 这 一 没完 成 的 工作 
这 一 受 德尔 势 罗 着 的 | 直到 他 和 死 后 近 10 年 的 1966 年 才 被 编辑 出 版 。 妆 诺 依 曼 
EAS ERT | 证 明了 至 少 有 一 类 可 以 自我 繁殖 的 细胞 自动 机 .自我 繁 
PARARI | 殖 并 不 能 使 有 机 体 总 是 保持 原来 的 状态 .软件 不 依赖 于 
AAA， 点 | 硬件， 不管 这 一 硬件 是 计算 机 还 是 大 脑 。 由 弗朗西斯 
PKLCARISA| Ë. OHGURUEHE-E ` 活 森 于 1953 年 发 现 的 DNA 的 结构 

满足 汉 诺 依 曼 关 
于 自我 再 生 系 统 
的 条 件 。 1984 年 ， 
WE ERK 
HBR, BJ 
机 与 非 线性 动力 
学 有 着 奇异 的 相 
似 性 。 他 把 细胞 
自动 机 分 成 四 个 
“普遍 类 ”。 第 一 
类 和 第 二 类 经 过 
几 次 循环 产生 静 
态 的 解 。 第 一 类 
到 达 一 个 固定 不 
变 的 结构 。 第 二 
类 到 达 一 个 周期 
性 的 稳定 结构 。 
第 三 类 是 没有 明 
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一 分 类 , 并 发 现 了 一 个 物 态 变化 过 程 的 系统 , 例如 冰 问 
” 水 转化 过 程 中 ， 会 产生 有 秩序 到 复杂 再 到 混沌 的 转化 。 
细胞 自动 机 预示 着 新 生物 的 诞生 , 在 适当 的 条 件 下 , 这 
些 自动 机 可 以 复制 ， 甚 至 可 以 作为 一 台 计 算 机 , CAN 
仅 是 充当 运行 程序 的 硬件 角色 , 而 且 是 一 台 冯 诸 依 曼 各 
图 灵 所 称 的 万 能 计算 机 ,生物 游戏 展示 了 生命 行为 是 处 
于 有 序 和 混沌 之 间 的 状态 。 这 是 一 个 生物 群体 进行 着 自 
我 调整 的 复 琳 状态。 

1990 年 起 , 圣 菲 研究 所 变 成 了 研究 复杂 系统 的 国际 
研究 中 心 。 也 许 现在 评价 它 的 影响 还 为 时 过 早 , 但 是 数 
学 的 性 质 已 经 发 生 了 变化 , 这 一 事实 不 容 否 认 。 这 种 变 


化 为 我 们 的 生活 哲理 以 及 字 宙 的 结构 带 来 了 根本 的 变 
化 。 牛顿 机 械 论 已 经 终结 , 取而代之 的 是 具有 复杂 性 的 | 


相互 关联 的 系统 。 同 人 一 样 ， 数 学 是 不 可 测 的 。 
HHA INGE BR IR I” RE “Fay” R? 
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有 特殊 变异 的 系统 。 克 里 斯 多 佛 ' 兰 顿 进一步 改进 了 这 


胞 ) 的 颜色 表示 细胞 的 
状态 ,下 一 个 时 剂 的 状 
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数学 的 故事 Litt 


这 是 一 部 介绍 数学 史 的 书 。 然 而 , 它 既 不 是 平 铺 直 


人 氢 数 学 的 发 展 , 也 不 是 孤立 枯燥 的 数学 记事 , 更 不 是 数 
学 史 大 全 。 它 以 一 种 全 新 的 形式 , 向 我 们 展示 了 在 各 个 
| 不同 的 文化 背景 下 ,数学 是 如 何 适应 社会 、 宗教 、 文化 
和 艺术 的 需求 ， 与 社会 的 进步 一 道 一 步 一 步 发 展 到 今 

天 的 : 从 巴 伦 泥土 板 到 计算 机 及 复杂 性 理论 ， 从 意 大 
利文 艺 复兴 到 博弈 论 。 作 者 把 自己 对 数学 的 热爱 倾注 
于 此 书 之 中 ， 用 浅显 易 懂 但 又 不 平庸 的 语言 将 数学 这 
门 如 此 深奥 如 此 复杂 的 学 科 的 发 展 生动 地 展现 于 读者 
的 面前 。 读 过 此 书后 , 您 会 发 现 数学 并 不 那样 令 人 望 而 
ER, 它 与 我 们 的 生活 是 那么 息息相关 。 同时 也 使 我 们 
认识 到 数学 对 社会 和 其 他 学 科 的 重要 性 ， 数 学 成 功 地 
担负 着 人 类 认识 事物 的 基础 这 一 崇高 的 使 命 。 我 们 的 
社会 发 展 到 今天 离 不 开 数 学 的 进步 。 


数学 到 底 是 干什么 的 ? 它 有 什么 用 处 ? BEATZ 
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是 我 们 认识 事物 的 基础 ! 如 果 你 想 了 解 的 话 , 这 本 书 就 | 
是 最 佳 的 选择 。 无 论 您 是 学 理科 的 还 是 学 文科 的 , 译 者 
认为 , 读 此 书 都 会 使 您 在 思想 方法 上 有 所 收获 , 并 加 深 
对 数学 直至 艺术 和 人 文科 学 的 理解 , 从 而 提高 自身 的 素 
养 。 对 学 理科 的 人 而 言 ， 此 书 尤 能 使 您 明白 : 学 习 知 
识 不 仅 要 知 其 然 , 更 要 知 其 所 以 然 ,以 加 深 对 现 有 知识 
的 理解 。 

本 书 尤其 适合 高 中 生 、 大学生 、 研究 生 及 广大 教师 
阅读 。 我 们 将 此 书 编译 出 版 ， 并 推荐 给 我 国 广大 读者 ， 
希望 它 有 助 于 提高 我 们 国家 的 数学 研究 和 数学 教育 水 
平 ， 迎 接 新 世纪 的 挑战 

鉴于 译 者 的 水 平 有 限 , 若 有 不 当 之 外 , 欢迎 批评 指 
IE. 
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